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1. (bp.) Niech G = (V, E) bedzie grafem i e bedzie mostem. Pokaz, ze e nalezy do kazdego skojarzenia
doskonalego lub e nie nalezy do zadnego skojarzenia doskonatego w G.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze istnieja dwa skojarzenia doskonale w G, ozn. M i N, gdziee € M ie ¢ N.
Rozwazmy graf H = G[MAN], czyli podgraf G indukowany przez krawedzie, ktore naleza do doktadnie
jednego z tych skojarzen. Oczywiscie e jest krawedzia w tym grafie.

Skoro M i N sa skojarzeniami doskonalymi, kazdy wierzchotek v z G jest incydentny z doktadnie jedng
krawedzia z M i z doktadnie jedna krawedzia w N. Jesli te krawedzie sa rowne, wierzchotek v nie nalezy do
H, a jesli sa rozne, wierzchotek v jest w H i ma w nim stopienn 2. Podsumowujac, graf H jest 2-regularny,
czyli kazda jego sktadowa jest cyklem.

Z drugiej strony, skoro e jest mostem w G, jest tez mostem w tej sktadowej H, do ktorej nalezy. Jest to
sprzecznosé, bo sktadowa ta jest cyklem, wigc nie ma mostow. U
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2. (5p.) Zmnajdz wszystkie spojne grafy G takie, ze A(G) > 21 x(G) = x(G?).
Przypomnijmy, ze dla grafu G mamy G? = (V(G), {uv | 0 < distg(u,v) < 2}).
Rozwigzanie. Pokazemy najpierw, ze x(G?) > A(G)+1. Niech v € V(G) bedzie wierzcholkiem o najwigkszym
stopniu w G. Zauwazmy, ze dowolne dwa wierzcholki w N(v) maja wspolnego sasiada v, zatem sa potaczone
krawedzia w G?. Zatem N (v) U {v} indukuje klike w G?, skad mamy x(G?) > w(G?) > A(G) + 1.

Z drugiej strony, wiadomo, ze x(G) < A(G) + 1. Laczac obie nieréwnosci dostajemy, ze

X(G*) = x(G) < A(G) + 1 < x(G?),

zatem w szczegolnosci x(G) = A(G) + 1. Z twierdzenia Brooksa wiemy, ze jedyne grafy spojne spelniajace te
rownosé to grafy pelne i cykle nieparzyste. Sposrod tych grafow, nieréwnosé A(G) > 2 spelniaja wylacznie
grafy petne K,, dlan > 4. 0
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3. (5p.) Niech f bedzie najwiekszym przeptywem w sieci N = (G, ¢, s,t). Wyznacz wartos¢ najwiekszego
przeptywu w sieci N’ = (G, c+ f, s,t). Przez ¢+ f oznaczamy funkcje przypisujaca kazdemu tukowi a wartosé

c(a) + f(a).

Rozwigzanie. Niech f': A(G) — N bedzie funkcja przypisujaca kazdemu tukowi a € A(G) wartosé f/'(a) =
2f(a). Oczywiscie f’ spetnia warunek Kirchhoffa oraz dla dowolnego tuku a € A(G) mamy 0 < f'(a) =
fla) + f(a) < c(a) + f(a), zatem jest przeplywem w sieci N'. Ponadto, valy: f = 2valy f.

Pokazemy, ze f’ jest najwiekszym przeptywem w sieci N, w tym celu znajdziemy przekréj o przepustowosci
réwnej wartogci f/. Niech K = (S, S) bedzie najmniejszym przekrojem w sieci N. Wtedy

capy K = Z(c(a) + f(a)) = capy K + f(S) = valy f + f7(5).

aeK

Wiemy, ze skoro K to najmniejszy przekroj, to kazda krawedz z S do S jest zerowa w f. Zatem f~(S) = 0.
Przypomnijmy sobie, ze warto$é¢ najwiekszego przeptywu w N wynosi f7(S) — f~(S) = f(S). Podsumowu-
jac, otrzymujemy:

capy K = valy f + fT(S) = valy f + valy f = 2valy f = valy f'.

Zatem, warto$¢ najwiekszego przeptywu w N’ wynosi 2valy f. U
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4. (5p.) Niech T bedzie drzewem. Wykaz, ze graf T? jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy A(T) < 3.
Przypomnijmy, ze dla grafu G mamy G? = (V(G), {uv | 0 < distg(u,v) < 2}).

Wskazowka: Kazde drzewo o najwiekszym stopniu co najwyzej 3 jest podgrafem pelnego drzewa binarnego.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze dla kazdego wierzchotka v € V(T'), domkniete sasiedztwo Nr[v] tworzy klike w
grafie T?. Jesli zatem w T istnieje wierzcholek stopnia co najmniej 4, to T? zawiera klike K5 jako podgraf.
Wowezas T2 nie jest planarny na mocy tw. Kuratowskiego.

Zamiast odwrotnej implikacji, udowodnimy silniejsze stwierdzenie: jesli T" jest pelnym drzewem binarnym,
to T? ma rysunek plaski, w ktérym korzeri i jego dzieci leza na brzegu zewnetrznej Sciany. Istotnie, wynika
stad teza zadania, poniewaz kazde drzewo speiajace warunek A(7T) < 3 jest poddrzewem pelnego drzewa
binarnego — wystarczy wzia¢ za korzen dowolny lis¢.

Zastosujemy indukcje wzgledem glebokosci T'. Dla drzew o glebokosci 0 lub 1 teza jest spelniona, bo
otrzymany graf T jest izolowanym wierzchotkiem albo trojkatem. Zalézmy, ze gtebokosé T wynosi co najmniej
2. Niech T'(v) oznacza drzewo indukowane przez wierzchotek v i jego potomkoéw, dzieci korzenia z oznaczmy
przez a,b, a ich dzieci — odpowiednio przez c,d i e, f. Oczywiscie T'(a)? (symetrycznie, T'(b)?) ma, na mocy
zalozenia indukcyjnego, rysunek plaski, w ktorym a,c,d (symetrycznie, b, e, f) leza na brzegu zewnetrznej
Sciany. Umie$émy je na ptaszczyznie wraz z wierzchotkiem z i dodajmy krawedzie ab, xa, xb, zc, xd, xe, x f jak
na ponizszym schemacie, gdzie zakreskowane regiony zawieraja rysunki grafow T'(a)? oraz T'(b)2.

Poniewaz V (T?) = V(T'(a))UV(T(b))U{zx} oraz E(T?) = E(T(a)?)UE(T(b)*)U{ab, za, xb, xc, xd, ve, [},
otrzymaliémy diagram grafu 72, w ktérym ponadto z,a,b leza na brzegu zewnetrznej $ciany. Dowdd jest
zakoniczony. 0



