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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | Zad. 5 | SUMA

1. (4p.) Niech G = (V, E) bedzie spojnym grafem (|V| > 2), ktorego zadne dwa rézne wierzchotki stopnia 1
nie maja wspolnego sasiada. Wykaz, ze istnieja u,v € V takie, ze uv € E oraz G — {u, v} jest spojny.

Rozwigzanie. Niech P = (xq, ..., x;) bedzie najdluzsza $ciezka w G. Jesli G — {xg, z1} jest grafem spojnym,
to zadanie jest rozwigzane. Przyjmijmy zatem, ze graf ten jest grafem niespéjnym. Istnieje zatem wierzchotek
y € V —{xo,x1}, ktory w grafie G — {xo, x1} jest odseparowany od zbioru {z,,...,x;} oraz y sasiaduje z
jednym z xg,z;. Zauwazmy tez, ze gdyby yxg € E, to yxgPx; bylaby éciezka w G dluzsza od P, czyli
yxrog ¢ F iyx; € E. Wierzcholek y jest odseparowany od zbioru {zs,...,z;}, dlatego tez y nie ma zadnych
sasiadow na $ciezce P roznych od 1. Nie ma on tez zadnych sasiadow lezacych poza Sciezka P, gdyz gdyby
taki sasiad z istnial, to zyz; Pxy bylaby $ciezka w G dluzsza od P. Tym samym degq(y) = 1. Stad i z
zalozenia otrzymujemy, iz deg.(z9) > 1. Co wiecej, za zalozenia otrzymujemy, ze istnieje doktadnie jeden
taki wierzchotek y. Poniewaz — jak juz zauwazyliSmy — x( nie ma sasiadéw poza $ciezky P, to istnieje ¢ > 1
takie, ze xox; € E, ale wtedy G — {y, z1} jest grafem spojnym.



MD2, Informatyka. K1. 01.12.2017. Imie i Nazwisko ..ottt it ittt inen s

2. (4p.) Niech G = (V| E) bedzie grafem eulerowskim, a T' = (vq,...,vs) pewna maksymalna droga w G.
Wykaz, iz v; = vy.

Rozwigzanie. Niech vy, = x dla pewnego x € V. Zatézmy, ze v; # x. Zauwazmy, ze jesli wierzchotek x
wystepuje w drodze T' doktadnie ¢ razy, to liczba krawedzi incydentnych z x, przez ktore przechodzi droga
T jest rowna 2q — 1 (dla kazdego ,wewnetrznego” wierzchotka droga ,zabiera” dwie krawedzie i jeszcze jedna
dla vg). Poniewaz G jest grafem eulerowskim, to deg.(z) jest liczba parzysta, a wiec istnieje taki sgsiad s
wierzchotka x, ze przez krawedZ xs nie przechodzi droga T. Ale wtedy (vq,..., vk, s) jest droga, co stoi w
sprzecznosci z maksymalnoscia drogi T'. Otrzymana sprzecznosé prowadzi nas do wniosku, ze vy = .
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3. (4p.) Niech wu,v, beda wierzchotkami grafu G' o n wierzcholtkach takimi uwv ¢ E(G) i degu + degv > n.
Niech G’ bedzie otrzymany z G przez dodanie krawedzi uv. Pokaz, ze G jest hamiltonowski wtedy i tylko
wtedy, gdy G’ jest hamiltonowski.

Rozwigzanie. (—) Niech C bedzie cyklem Hamiltona w G. Z faktu, ze G jest podgrafem G’ wynika, ze C' jest
cyklem w G’. Poniewaz V(G) = V(G'), cykl C zawiera kazdy wierzcholek G’ dokladnie raz, zatem G’ jest
hamiltonowski.

(«) Niech C bedzie cyklem Hamiltona w G’. Jegli C' nie zawiera krawedzi uv, to jest to tez cykl Hamiltona
w G. Przypusémy zatem, ze krawedZ uv wystepuje na C. Niech P bedzie u-v-Sciezka powstata z C przez
usuniecie krawedzi uv. Zauwazmy, ze P jest §ciezka Hamiltona w G. Oznaczmy P = (u = p1, pa, D3, - -y D =
V).

Pokazemy, ze istnieje i € {1,2,...,n — 1} takie, ze p; jest sgsiadem v (w G), a p;11 jest sasiadem wu.
Przypusémy przeciwnie, tj. dla kazdego sasiada v na $ciezce P jego nastepnik na $ciezce nie sasiaduje z
u. Zatem liczba wierzcholkdéw na P, ktore nie sasiaduja z v wynosi do najmniej deg,v. Z drugiej strony,
poniewaz P jest $ciezka Hamiltona w G, na P jest doktadnie deg, u sasiadow u. Zatem liczba wierzchotkow
na P réwna sie:

|P| = \1// +l{pi: piu € E(G)}l—i—l{pi: piu & E(G)}J > 1+ deggs u + degq v.

wierzchotek u

sasiedzi u niesasiedzi u (poza )

Z zalozenia wiemy, ze deg, u+ deg, v > n, zatem |P| > n+ 1, sprzecznosé. Z tego wynika, ze istnieja p;, pir1
takie, ze vp; € E(G) oraz up;41 € E(G).

Rozwazmy cykl: C' = (u = p1,Div1,Pivas -+ Pn = U, Pis Pi-1,- - -, D2, P1 = u). Poniewaz C zawiera wszystkie
wierzchotki P, a P jest Sciezka Hamiltona, C' jest cyklem Hamiltona w G.
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4. (4p.) Dla k > 3 i n > 4 niech G bedzie grafem k-krytycznym o n wierzchotkach i x(G) = 2. Niech S
bedzie najmniej licznym zbiorem rozcinajacym w G. Pokaz, ze G — S ma dokladnie dwie spdjne sktadowe.

Rozwigzanie. Po pierwsze zauwazmy, ze z faktu, ze n > 4 oraz k(G) = 2 wynika, ze |S| = 2, niech S = {u, v}.
Po drugie uv ¢ E(G), bo graf krytyczny nie ma rozcinajacej kliki (byto na ¢wiczeniach). Niech Cy, Cy, ..., C,
beda sktadowymi grafu G \ {u,v}. Dla i = 1,2,...,p przez C! zdefinujmy graf indukowany przez zbior
wierzchotkow V(C;) U {u,v}. Poniewaz G jest k-krytyczny, a kazdy graf C! jest wlasciwym podgrafem G,
wiemy, ze x(C!) < k — 1 dla kazdego 1.

Najpierw przypusémy, ze dla kazdego C/ istnieje (k — 1)-kolorowanie f; takie, ze f;(u) = f;(v), bez straty
ogolnosci zatozmy, ze dla kazdego ¢ mamy f;(u) = f;(v) = 1. Wtedy kolorowanie f grafu G zdefiniowane przez
f(u) = f(v) =1 oraz f(w) = fi(w), jesli wierzcholek w nalezy do C; jest poprawnym (k — 1)-kolorowaniem
G, co przeczy temu, ze GG jest k-krytyczny.

Analogicznie, przypusémy, ze dla kazdego C! istnieje (k — 1)-kolorowanie f; takie, ze fi(u) # fi(v), bez
straty ogolnosci zatozmy, ze dla kazdego ¢ mamy f;(u) = 1 oraz f;(v) = 2 (przypomnijmy, ze k > 3). Wtedy
kolorowanie f grafu G zdefiniowane przez f(u) = 1, f(v) = 2 oraz f(w) = fi(w), jesli wierzcholek w nalezy
do C; jest poprawnym (k — 1)-kolorowaniem G, co przeczy temu, ze G jest k-krytyczny.

Zatem istnieja sktadowe C,, Cy € {C1,Cy, ..., C,} takie, ze w kazdym (k — 1)-kolorowaniu C!, wierzcholtki
u, v dostaja ten sam kolor, zas w kazdym (k — 1)-kolorowaniu Cj wierzcholki u,v dostaja rézne kolory.

Rozwazmy teraz graf G', ktory jest podgrafem G indukowanym przez zbior wierzchotkow V(C,) UV (Cy) U
{u,v}. Przypusémy, ze G’ ma (k — 1)-kolorowanie f. Kolorowanie f obciete do zbioru V(C,) U {u,v} jest
poprawnym (k — 1)-kolorowaniem C?, zatem f(u) = f(v). Z drugiej strony, kolorowanie f obciete do zbioru
V(Cp) U {u,v} jest poprawnym (k — 1)-kolorowaniem C}, zatem f(u) # f(v). Z tego wynika, ze G’ nie ma
poprawnego (k — 1)-kolorowania, czyli x(G’) > k. Poniewaz G jest k-krytyczny, kazdy jego wlasciwy podgraf
ma poprawne (k — 1)-kolorowanie, czyli G = G'. Zatem C, i Cj, sa jedynymi sktadowymi grafu G — {u,v}.
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5. (4p.) Tle wynosi indeks chromatyczny grafu C,, O C,,, (n,m > 3) w zaleznosci od wartosci n i m? Znajdz
optymalne kolorowanie grafu C,, [ C,,.

Rozwigzanie. Zbior wierzchotkow C,, oznaczmy przez {vg, vy, ..., v,_1}, a zbior wierzchotkow C, oznaczmy
przez {ug, u1, ..., un_1}. Krawedzie typu (u,v)(u',v), gdzie uu’ € E(C,,) bedziemy nazywali pochodzacymi z
Ch, a pozostate (czyli typu (u,v)(u,v’), gdzie vv' € E(C,,)) pochodzacymi z C,,. Zauwazmy, ze graf C,[1C,,
jest 4-regularny, bo kazdy wierzcholek ma dwie krawedzie pochodzace z C), i dwie krawedzie pochodzace z
Cy. Zatem A(C,0C,,) = 4. Rozwazmy nastepujace przypadki.

Przypadek A: 2|n. Wtedy x/(C,) = A(C,), z zadania z ¢wiczen mamy x'(C,0C,,) = A(C,0C,,) = 4.

Jesli nie pamietamy zadania z ¢wiczen, i tak mozemy tatwo skonstruowaé¢ odpowiednie kolorowanie. Zna-
jdzmy dowolne poprawne kolorowanie krawedziowe f cyklu C,, kolorami {1,2,3} (takie kolorowanie zawsze
istnieje, niezaleznie od parzystosci m). Najpierw pokolorujmy krawedzie C,0C,, pochodzace z C,, zgodnie
z kolorowaniem f, czyli krawed?Z (u,v)(u,v") dostaje kolor f(vv'). Zauwazmy, ze w zdefiniowanym dotad
czesciowym kolorowaniu zadne dwie krawedzie w jednym kolorze nie sg incydentne, wynika to z poprawnosci
kolorowania, f.

Rozwazmy teraz krawedzie pochodzace z C,,, zauwazmy, ze tworzg one roztaczne kopie cyklu C,: dla
dowolnego v € V(C,,) wierzchotki (ug,v), (ug,v),. .., (u,—1,v) indukuja n-wierzchotkowy cykl. Kazdy wierz-
chotek (v,w;) jest incydentny z dwoma krawedziami pochodzacymi z C,,, czyli ,widzi” doktadnie dwa kolory.
Co wiecej, kazdy z tych wierzchotkéw widzi te same dwa kolory, wynika to ze sposobu, w jaki kolorowaliSmy
krawedzie pochodzace z C,,. Niech ¢ bedzie kolorem sposrod {1,2,3}, ktorego nie widzi zaden z tych wierz-
chotkéw. Kopie cyklu C), mozemy pokolorowa¢ kolorami c i 4, jest to mozliwe, bo n jest parzyste. Potwarzamy
to dla kazdego v € V(C,,). Gwarantuje nam to, ze takze incydentne krawedzie pochodzace z C,, maja rozne
kolory. W koncu, poniewaz w kazdej kopii grafu C,, uzylisSmy wolnego koloru (czyli ¢) oraz nowego koloru
(czyli 4), nie powstaly konflikty miedzy krawedziami pochodzacymi z C,, i krawedziami pochodzacymi z C,,.

Przypadek B: 2/m. Jak wyzej x'(C,0C,,) = A(C,OC,,) = 4. Ten przypadek jest zupelnie analogiczny
do poprzedniego. Nie jest to zaskakujace, bo graf C,, J C,, jest izomorficzny z C,, J C,,.

Przypadek C: 2tn i 2{m. Niech k = x/(C,0C,,) i niech ¢ bedzie optymalnym kolorowaniem krawedzi
C,0C,,. Oznaczmy przez M, zbiér krawedzi koloru ¢ w kolorowaniu c. Zbioér ten jest skojarzeniem, czyli
oczywiscie

V(Cc,0C,)| n-m

|M;| < =
2 2
Poniewaz n i m sa nieparzyste otrzymujemy |M;| < ”'";_1. Stad
i n-m-—1
E(C,0C,,)| = M| < —— - k.
B(COC) =3 M < =5

i=1
Poniewaz |E(C,0C,,)| = 2nm (przypomnijmy, ze C,,00C,, jest 4-regularny), otrzymujemy
m—1
2nm < %kz czyli dnm < k-n-m—k.
Stad £ > 5 = A(C,OC,,) + 1. Z tw. Vizinga k < A(C,0C,,) + 1, wiec ostatecznie

X(C,OC,,) = k = A(C,0C,,) +1 = 5.



