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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 Zad. 5 SUMA

1. (4p.) Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem (|V | > 2), którego »adne dwa ró»ne wierzchoªki stopnia 1
nie maj¡ wspólnego s¡siada. Wyka», »e istniej¡ u, v ∈ V takie, »e uv ∈ E oraz G− {u, v} jest spójny.

Rozwi¡zanie. Niech P = (x0, . . . , xk) b¦dzie najdªu»sz¡ ±cie»k¡ w G. Je±li G− {x0, x1} jest grafem spójnym,
to zadanie jest rozwi¡zane. Przyjmijmy zatem, »e graf ten jest grafem niespójnym. Istnieje zatem wierzchoªek
y ∈ V − {x0, x1}, który w gra�e G − {x0, x1} jest odseparowany od zbioru {x2, . . . , xk} oraz y s¡siaduje z
jednym z x0, x1. Zauwa»my te», »e gdyby yx0 ∈ E, to yx0Pxk byªaby ±cie»k¡ w G dªu»sz¡ od P , czyli
yx0 /∈ E i yx1 ∈ E. Wierzchoªek y jest odseparowany od zbioru {x2, . . . , xk}, dlatego te» y nie ma »adnych
s¡siadów na ±cie»ce P ró»nych od x1. Nie ma on te» »adnych s¡siadów le»¡cych poza ±cie»k¡ P , gdy» gdyby
taki s¡siad z istniaª, to zyx1Pxk byªaby ±cie»k¡ w G dªu»sz¡ od P . Tym samym degG(y) = 1. St¡d i z
zaªo»enia otrzymujemy, i» degG(x0) > 1. Co wi¦cej, za zaªo»enia otrzymujemy, »e istnieje dokªadnie jeden
taki wierzchoªek y. Poniewa» � jak ju» zauwa»yli±my � x0 nie ma s¡siadów poza ±cie»k¡ P , to istnieje i > 1
takie, »e x0xi ∈ E, ale wtedy G− {y, x1} jest grafem spójnym.
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2. (4p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem eulerowskim, a T = (v1, . . . , vk) pewn¡ maksymaln¡ drog¡ w G.
Wyka», i» v1 = vk.

Rozwi¡zanie. Niech vk = x dla pewnego x ∈ V . Zaªó»my, »e v1 6= x. Zauwa»my, »e je±li wierzchoªek x
wyst¦puje w drodze T dokªadnie q razy, to liczba kraw¦dzi incydentnych z x, przez które przechodzi droga
T jest równa 2q − 1 (dla ka»dego �wewn¦trznego� wierzchoªka droga �zabiera� dwie kraw¦dzie i jeszcze jedn¡
dla vk). Poniewa» G jest grafem eulerowskim, to degG(x) jest liczb¡ parzyst¡, a wi¦c istnieje taki s¡siad s
wierzchoªka x, »e przez kraw¦d¹ xs nie przechodzi droga T . Ale wtedy (v1, . . . , vk, s) jest drog¡, co stoi w
sprzeczno±ci z maksymalno±ci¡ drogi T . Otrzymana sprzeczno±¢ prowadzi nas do wniosku, »e v1 = vk.
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3. (4p.) Niech u, v, b¦d¡ wierzchoªkami grafu G o n wierzchoªkach takimi uv /∈ E(G) i deg u + deg v ≥ n.
Niech G′ b¦dzie otrzymany z G przez dodanie kraw¦dzi uv. Poka», »e G jest hamiltonowski wtedy i tylko
wtedy, gdy G′ jest hamiltonowski.

Rozwi¡zanie. (→) Niech C b¦dzie cyklem Hamiltona w G. Z faktu, »e G jest podgrafem G′ wynika, »e C jest
cyklem w G′. Poniewa» V (G) = V (G′), cykl C zawiera ka»dy wierzchoªek G′ dokªadnie raz, zatem G′ jest
hamiltonowski.

(←) Niech C b¦dzie cyklem Hamiltona w G′. Je±li C nie zawiera kraw¦dzi uv, to jest to te» cykl Hamiltona
w G. Przypu±¢my zatem, »e kraw¦d¹ uv wyst¦puje na C. Niech P b¦dzie u-v-±cie»k¡ powstaª¡ z C przez
usuni¦cie kraw¦dzi uv. Zauwa»my, »e P jest ±cie»k¡ Hamiltona w G. Oznaczmy P = (u = p1, p2, p3, . . . , pn =
v).

Poka»emy, »e istnieje i ∈ {1, 2, . . . , n − 1} takie, »e pi jest s¡siadem v (w G), a pi+1 jest s¡siadem u.
Przypu±¢my przeciwnie, tj. dla ka»dego s¡siada v na ±cie»ce P jego nast¦pnik na ±cie»ce nie s¡siaduje z
u. Zatem liczba wierzchoªków na P , które nie s¡siaduj¡ z u wynosi do najmniej degG v. Z drugiej strony,
poniewa» P jest ±cie»k¡ Hamiltona w G, na P jest dokªadnie degG u s¡siadów u. Zatem liczba wierzchoªków
na P równa si¦:

|P | = 1︸︷︷︸
wierzchoªek u

+ |{pi : piu ∈ E(G)}|︸ ︷︷ ︸
s¡siedzi u

+ |{pi : piu /∈ E(G)}|︸ ︷︷ ︸
nies¡siedzi u (poza u)

≥ 1 + degG u+ degG v.

Z zaªo»enia wiemy, »e degG u+ degG v ≥ n, zatem |P | ≥ n+ 1, sprzeczno±¢. Z tego wynika, »e istniej¡ pi, pi+1

takie, »e vpi ∈ E(G) oraz upi+1 ∈ E(G).
Rozwa»my cykl: C = (u = p1, pi+1, pi+2, . . . , pn = v, pi, pi−1, . . . , p2, p1 = u). Poniewa» C zawiera wszystkie

wierzchoªki P , a P jest ±cie»k¡ Hamiltona, C jest cyklem Hamiltona w G.
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4. (4p.) Dla k ≥ 3 i n ≥ 4 niech G b¦dzie grafem k-krytycznym o n wierzchoªkach i κ(G) = 2. Niech S
b¦dzie najmniej licznym zbiorem rozcinaj¡cym w G. Poka», »e G− S ma dokªadnie dwie spójne skªadowe.

Rozwi¡zanie. Po pierwsze zauwa»my, »e z faktu, »e n ≥ 4 oraz κ(G) = 2 wynika, »e |S| = 2, niech S = {u, v}.
Po drugie uv /∈ E(G), bo graf krytyczny nie ma rozcinaj¡cej kliki (byªo na ¢wiczeniach). Niech C1, C2, . . . , Cp

b¦d¡ skªadowymi grafu G \ {u, v}. Dla i = 1, 2, . . . , p przez C ′i zde�nujmy graf indukowany przez zbiór
wierzchoªków V (Ci) ∪ {u, v}. Poniewa» G jest k-krytyczny, a ka»dy graf C ′i jest wªa±ciwym podgrafem G,
wiemy, »e χ(C ′i) ≤ k − 1 dla ka»dego i.

Najpierw przypu±¢my, »e dla ka»dego C ′i istnieje (k − 1)-kolorowanie fi takie, »e fi(u) = fi(v), bez straty
ogólno±ci zaªó»my, »e dla ka»dego i mamy fi(u) = fi(v) = 1. Wtedy kolorowanie f grafu G zde�niowane przez
f(u) = f(v) = 1 oraz f(w) = fi(w), je±li wierzchoªek w nale»y do Ci jest poprawnym (k − 1)-kolorowaniem
G, co przeczy temu, »e G jest k-krytyczny.

Analogicznie, przypu±¢my, »e dla ka»dego C ′i istnieje (k − 1)-kolorowanie fi takie, »e fi(u) 6= fi(v), bez
straty ogólno±ci zaªó»my, »e dla ka»dego i mamy fi(u) = 1 oraz fi(v) = 2 (przypomnijmy, »e k ≥ 3). Wtedy
kolorowanie f grafu G zde�niowane przez f(u) = 1, f(v) = 2 oraz f(w) = fi(w), je±li wierzchoªek w nale»y
do Ci jest poprawnym (k − 1)-kolorowaniem G, co przeczy temu, »e G jest k-krytyczny.

Zatem istniej¡ skªadowe Ca, Cb ∈ {C1, C2, . . . , Cp} takie, »e w ka»dym (k− 1)-kolorowaniu C ′a wierzchoªki
u, v dostaj¡ ten sam kolor, za± w ka»dym (k − 1)-kolorowaniu C ′b wierzchoªki u, v dostaj¡ ró»ne kolory.

Rozwa»my teraz graf G′, który jest podgrafem G indukowanym przez zbiór wierzchoªków V (Ca)∪V (Cb)∪
{u, v}. Przypu±¢my, »e G′ ma (k − 1)-kolorowanie f . Kolorowanie f obci¦te do zbioru V (Ca) ∪ {u, v} jest
poprawnym (k − 1)-kolorowaniem C ′a, zatem f(u) = f(v). Z drugiej strony, kolorowanie f obci¦te do zbioru
V (Cb) ∪ {u, v} jest poprawnym (k − 1)-kolorowaniem C ′b, zatem f(u) 6= f(v). Z tego wynika, »e G′ nie ma
poprawnego (k− 1)-kolorowania, czyli χ(G′) ≥ k. Poniewa» G jest k-krytyczny, ka»dy jego wªa±ciwy podgraf
ma poprawne (k − 1)-kolorowanie, czyli G = G′. Zatem Ca i Cb s¡ jedynymi skªadowymi grafu G− {u, v}.
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5. (4p.) Ile wynosi indeks chromatyczny grafu Cn � Cm (n,m ≥ 3) w zale»no±ci od warto±ci n i m? Znajd¹
optymalne kolorowanie grafu Cn � Cm.

Rozwi¡zanie. Zbiór wierzchoªków Cn oznaczmy przez {v0, v1, . . . , vn−1}, a zbiór wierzchoªków Cm oznaczmy
przez {u0, u1, . . . , um−1}. Kraw¦dzie typu (u, v)(u′, v), gdzie uu′ ∈ E(Cn) b¦dziemy nazywali pochodz¡cymi z
Cn, a pozostaªe (czyli typu (u, v)(u, v′), gdzie vv′ ∈ E(Cm)) pochodz¡cymi z Cm. Zauwa»my, »e graf Cn�Cm

jest 4-regularny, bo ka»dy wierzchoªek ma dwie kraw¦dzie pochodz¡ce z Cn i dwie kraw¦dzie pochodz¡ce z
Cm. Zatem ∆(Cn�Cm) = 4. Rozwa»my nast¦puj¡ce przypadki.

Przypadek A: 2|n. Wtedy χ′(Cn) = ∆(Cn), z zadania z ¢wicze« mamy χ′(Cn�Cm) = ∆(Cn�Cm) = 4.

Je±li nie pami¦tamy zadania z ¢wicze«, i tak mo»emy ªatwo skonstruowa¢ odpowiednie kolorowanie. Zna-
jd¹my dowolne poprawne kolorowanie kraw¦dziowe f cyklu Cm kolorami {1, 2, 3} (takie kolorowanie zawsze
istnieje, niezale»nie od parzysto±ci m). Najpierw pokolorujmy kraw¦dzie Cn�Cm pochodz¡ce z Cm zgodnie
z kolorowaniem f , czyli kraw¦d¹ (u, v)(u, v′) dostaje kolor f(vv′). Zauwa»my, »e w zde�niowanym dot¡d
cz¦±ciowym kolorowaniu »adne dwie kraw¦dzie w jednym kolorze nie s¡ incydentne, wynika to z poprawno±ci
kolorowania f .

Rozwa»my teraz kraw¦dzie pochodz¡ce z Cn, zauwa»my, »e tworz¡ one rozª¡czne kopie cyklu Cn: dla
dowolnego v ∈ V (Cm) wierzchoªki (u0, v), (u1, v), . . . , (un−1, v) indukuj¡ n-wierzchoªkowy cykl. Ka»dy wierz-
choªek (v, ui) jest incydentny z dwoma kraw¦dziami pochodz¡cymi z Cm, czyli �widzi� dokªadnie dwa kolory.
Co wi¦cej, ka»dy z tych wierzchoªków widzi te same dwa kolory, wynika to ze sposobu, w jaki kolorowali±my
kraw¦dzie pochodz¡ce z Cm. Niech c b¦dzie kolorem spo±ród {1, 2, 3}, którego nie widzi »aden z tych wierz-
choªków. Kopi¦ cyklu Cn mo»emy pokolorowa¢ kolorami c i 4, jest to mo»liwe, bo n jest parzyste. Potwarzamy
to dla ka»dego v ∈ V (Cm). Gwarantuje nam to, »e tak»e incydentne kraw¦dzie pochodz¡ce z Cn maj¡ ró»ne
kolory. W ko«cu, poniewa» w ka»dej kopii grafu Cn u»yli±my wolnego koloru (czyli c) oraz nowego koloru
(czyli 4), nie powstaªy kon�ikty mi¦dzy kraw¦dziami pochodz¡cymi z Cn i kraw¦dziami pochodz¡cymi z Cm.

Przypadek B: 2|m. Jak wy»ej χ′(Cn�Cm) = ∆(Cn�Cm) = 4. Ten przypadek jest zupeªnie analogiczny
do poprzedniego. Nie jest to zaskakuj¡ce, bo graf Cn � Cm jest izomor�czny z Cm � Cn.

Przypadek C: 2 - n i 2 - m. Niech k = χ′(Cn�Cm) i niech c b¦dzie optymalnym kolorowaniem kraw¦dzi
Cn�Cm. Oznaczmy przez Mi zbiór kraw¦dzi koloru i w kolorowaniu c. Zbiór ten jest skojarzeniem, czyli
oczywi±cie

|Mi| ≤
|V (Cn�Cm)|

2
=
n ·m

2
.

Poniewa» n i m s¡ nieparzyste otrzymujemy |Mi| ≤ n·m−1
2

. St¡d

|E(Cn�Cm)| =
k∑

i=1

|Mi| ≤
n ·m− 1

2
· k.

Poniewa» |E(Cn�Cm)| = 2nm (przypomnijmy, »e Cn�Cm jest 4-regularny), otrzymujemy

2nm ≤ n ·m− 1

2
· k czyli 4nm ≤ k · n ·m− k.

St¡d k ≥ 5 = ∆(Cn�Cm) + 1. Z tw. Vizinga k ≤ ∆(Cn�Cm) + 1, wi¦c ostatecznie

χ′(Cn�Cm) = k = ∆(Cn�Cm) + 1 = 5.


