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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | SUMA

1. (5p.) Niech n > 2k > 0. Niech H,; bedzie grafem takim, ze V(H, ) = {vo,v1,...,Un-1}, & E(Hy ) =
{vivig; 1€ {0,1...,n—1} Aj € [k]} (dodawanie wykonujemy modulo n). Wyznacz x(H, ).

Rozwigzanie. Na poczatku narysujmy przyktadowy graf Hy .
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Wykazemy, ze k(H, ) = 2k. Po pierwsze zauwazmy, ze dla dowolnego i wierzcholek v; sasiaduje jedynie
z wierzchotkami vy 1, ..., Vitk, Vi1, ..,k (dzialania + i — w indeksach wykonujemy modulo n). Dzieki
zatozeniu, ze n > 2k wierzchotki te sa parami rozne, a wiec stopien kazdego wierzchotka wynosi 2k. To
oznacza, ze K(H, ) < 6(H, i) = 2k.

Aby wykaza¢, ze k(H, ) > 2k pokazemy, ze dla dowolnego A C V(H, ) takiego, ze |A| < 2k graf
H, 1, — A jest spojny. Niech v; i v; beda dowolnymi wierzchotkami grafu H,, — A. W grafie H,,; ciagi
P = v;,vi41,...,0j_1,v; oraz QQ = v;,V_1,...,0j41,v; odpowiadaja dwom, wewnetrznie roztacznym, v-v;-
Sciezkom. Niech P’ i )’ beda podciagami ciggow P i ), odpowiednio, ztozonymi z wierzcholtkéw nalezacych
do zbioru V(H, ;) — A. Kiedy ciag P’ nie odpowiada $ciezce? Wtedy, gdy w stosunku do ciagu P znikneto
k kolejnych wierzchotkéw. To samo mozna powiedzie¢ o ciagu @'. Ale poniewaz |A| < 2k oraz P i @ sa
wewnetrznie roztaczne, to z przynajmniej jednego z ciggéw P lub @) zniknelo po usunieciu zbioru A mniej niz
k wierzchotkow ogotem, a zatem tym bardziej nie znikneto k kolejnych wierzchotkéw. Tym samym co najmniej
jeden z ciagow P’ lub )" odpowiada v;-v;-Sciezce w grafie H,, , — A. Z dowolnosci wyboru wierzchotkow v; i
v; wynika, ze graf H, i jest spojny, czyli k(H, ) > 2k O
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2. (5p.) Niech G' = (V,FE) bedzie grafem eulerowskim bez wierzchotkow izolowanych takim, ze [V] jest
nieparzyste oraz A(G) < |V|/2. Wykaz, ze graf G jest eulerowski.

Rozwigzanie. Zastosujemy twierdzenie FKulera. Po pierwsze zauwazmy, ze dla dowolnego v € V mamy
degz(v) = [V] =1 —degg(v). Skoro G jest eulerowski, to degq(v) jest parzyste, a skoro |V| jest nieparzyste,
to [V| — 1 jest parzyste. Stad stopien dowolnego wierzchotka grafu G jest parzysty.

Pozostaje wykazac, ze G jest grafem spojnym. Niech u # v beda dowolnymi wierzchotkami grafu G. Jesli
wv ¢ E, to wierzchotki u i v sasiaduja w grafie G. Jesli uv € E, to Ng(u) U Ng(v) CV —{u,v}, a wiec

[Ng(u) U Ng(v)| = [Ng(u)| + [Ng(v)] = [Ng(u) 0 Ng(v)]
Zatem mamy
[Ng(u) N Ng(v)| =[Ng(u)| + [Ng(v)| — [Ng(u) U Ng(v)| =
2|V| =1 —degg(u) + V] =1 —degg(v) = (V] -2) =
=2V| — 2 — (degg(u) + degg(v)) — V] +2 =

IV (de(u) + dega0)) > V] = (15 + 1E1) =0,

gdzie ostatnia nier6wnos¢ wynika z zalozenia, ze A(G) < |V]/2.

Konkluzja jest taka, ze wierzcholki u i v maja w grafie G wspolnego sasiada, wiec istnieje w nim u-v-
$ciezka. 7 dowolnosci wyboru wierzchotkéw u i v wnioskujemy, ze G jest grafem spojnym, zatem jest on
eulerowski. OJ
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(5p.) Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach, gdzie n > 3. Udowodnij, ze jesli G ma co najmniej
(n —1)(n — 2) 4+ 2 krawedzie, to G jest hamiltonowski.
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Rozwigzanie. Wezmy dowolne dwa rézne wierzcholtki w, v takie, ze uv ¢ E(G) (jesli nie ma takiej pary,
to graf jest pelny, wiec jest hamiltonowski). Rozwazmy graf G' = G — u — v. Zauwazmy, ze |E(G)| =
|E(G")| + degg u + degg v. Graf G’ ma n — 2 wierzchotki zatem |E(G")| < (",?). Otrzymujemy:

1
§(n —1)(n—-2)+2<|E(G)| = |E(G")] + degs u + degs v < (n ) + degq u + degg v.

Zatem:
1

S =1n—2)+2- (”

Przeksztalcajac lewg strone rownania otrzymujemy:

) < degg u + degg v.

%(n—1)(n—2)+2—%(n—2)(n—3):%(n—Q)(n—l—n—i—?))—l—Q:%(n—2)~2+2:n—2+2:n.

Pokazalismy, ze dla dowolnej pary niesasiadujacych wierzchotkéw u, v zachodzi:
n < degsu + degg v.

Z twierdzenia Orego, graf G jest hamiltonowski. 0
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4. (5p.) Scharakteryzuj (czyli znajdz) wszystkie drzewa T o co najmniej dwoch wierzchotkach, dla ktorych
X'(T) = A(T).

Rozwigzanie. Pokazemy, ze kazde drzewo ma taka wlasnosé. Oczywiscie zawsze X'(T) > A(T), zatem
pozostaje pokazac, ze kazde drzewo T ma poprawne kolorowanie krawedziowe na A(T') koloréw. Dowod bedzie
indukeyjny po liczbie wierzchotkow. Jesli |T'| = 2, to T jest izomorficzny z Ks, zatem x'(T) = 1 = A(T).

Zalozmy zatem, ze |T'| > 3 i dla kazdego drzewa T” o mniej niz |T'| wierzcholkach zachodzi x'(T") = A(T").

Z ¢wiczen wiemy, ze kazde drzewo o co najmniej dwoch wierzchotkach ma ligé, niech v bedzie lisciem w
T, a u bedzie jego sasiadem. Zauwazmy, ze graf 7" = T — v jest drzewem, zatem z zalozenia indukcyjnego
ma poprawne kolorowanie krawedziowe f’ na A(T") koloréw. Aby znalez¢ kolorowanie f grafu 7', musimy
rozszerzy¢ f’, kolorujac krawedz wuv.

Zauwazmy, ze deg; u = degpu — 1, a dla wszystkich pozostalych wierzchotkéw ich stopnie sa takie same
w T iT'. Zatem A(T") € {A(T) — 1,A(T)}. Rozwazmy dwa przypadki.

Jesli A(T") = A(T), to wierzcholek u nie moze mie¢ w 1" najwiekszego stopnia. Zatem istnieje co
najmniej jeden kolor ¢ taki, ze u nie jest incydentny z krawedzia w kolorze ¢ (w grafie 7" i kolorowaniu f’).
Mozemy zatem uzy¢ tego koloru, by pokolorowa¢ krawedz uv, tym samym otrzymujac poprawne kolorowanie
krawedziowe grafu T na A(T") = A(T) koloréw.

Jesli A(T") = A(T) — 1, to mozemy rozszerzy¢ kolorowanie f’ przez pokolorowanie krawedzi uv nowym
kolorem. Liczba uzytych kolorow wyniesie zatem A(T") + 1 = A(T). O



