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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 SUMA

1. (5p.) Niech n > 2k > 0. Niech Hn,k b¦dzie grafem takim, »e V (Hn,k) = {v0, v1, . . . , vn−1}, a E(Hn,k) =
{vivi+j : i ∈ {0, 1 . . . , n− 1} ∧ j ∈ [k]} (dodawanie wykonujemy modulo n). Wyznacz κ(Hn,k).

Rozwi¡zanie. Na pocz¡tku narysujmy przykªadowy graf H8,2.
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Wyka»emy, »e κ(Hn,k) = 2k. Po pierwsze zauwa»my, »e dla dowolnego i wierzchoªek vi s¡siaduje jedynie
z wierzchoªkami vi+1, . . . , vi+k, vi−1, . . . , vi−k (dziaªania + i − w indeksach wykonujemy modulo n). Dzi¦ki
zaªo»eniu, »e n > 2k wierzchoªki te s¡ parami ró»ne, a wi¦c stopie« ka»dego wierzchoªka wynosi 2k. To
oznacza, »e κ(Hn,k) ≤ δ(Hn,k) = 2k.

Aby wykaza¢, »e κ(Hn,k) ≥ 2k poka»emy, »e dla dowolnego A ⊆ V (Hn,k) takiego, »e |A| < 2k graf
Hn,k − A jest spójny. Niech vi i vj b¦d¡ dowolnymi wierzchoªkami grafu Hn,k − A. W gra�e Hn,k ci¡gi
P = vi, vi+1, . . . , vj−1, vj oraz Q = vi, vi−1, . . . , vj+1, vj odpowiadaj¡ dwóm, wewn¦trznie rozª¡cznym, vi-vj-
±cie»kom. Niech P ′ i Q′ b¦d¡ podci¡gami ci¡gów P i Q, odpowiednio, zªo»onymi z wierzchoªków nale»¡cych
do zbioru V (Hn,k) − A. Kiedy ci¡g P ′ nie odpowiada ±cie»ce? Wtedy, gdy w stosunku do ci¡gu P znikn¦ªo
k kolejnych wierzchoªków. To samo mo»na powiedzie¢ o ci¡gu Q′. Ale poniewa» |A| < 2k oraz P i Q s¡
wewn¦trznie rozª¡czne, to z przynajmniej jednego z ci¡gów P lub Q znikn¦ªo po usuni¦ciu zbioru A mniej ni»
k wierzchoªków ogóªem, a zatem tym bardziej nie znikn¦ªo k kolejnych wierzchoªków. Tym samym co najmniej
jeden z ci¡gów P ′ lub Q′ odpowiada vi-vj-±cie»ce w gra�e Hn,k − A. Z dowolno±ci wyboru wierzchoªków vi i
vj wynika, »e graf Hn,k jest spójny, czyli κ(Hn,k) ≥ 2k �
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2. (5p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem eulerowskim bez wierzchoªków izolowanych takim, »e |V | jest
nieparzyste oraz ∆(G) < |V |/2. Wyka», »e graf G jest eulerowski.

Rozwi¡zanie. Zastosujemy twierdzenie Eulera. Po pierwsze zauwa»my, »e dla dowolnego v ∈ V mamy
degG(v) = |V | − 1− degG(v). Skoro G jest eulerowski, to degG(v) jest parzyste, a skoro |V | jest nieparzyste,
to |V | − 1 jest parzyste. St¡d stopie« dowolnego wierzchoªka grafu G jest parzysty.

Pozostaje wykaza¢, »e G jest grafem spójnym. Niech u 6= v b¦d¡ dowolnymi wierzchoªkami grafu G. Je±li
uv /∈ E, to wierzchoªki u i v s¡siaduj¡ w gra�e G. Je±li uv ∈ E, to NG(u) ∪NG(v) ⊆ V − {u, v}, a wi¦c

|NG(u) ∪NG(v)| = |NG(u)|+ |NG(v)| − |NG(u) ∩NG(v)|

Zatem mamy

|NG(u) ∩NG(v)| =|NG(u)|+ |NG(v)| − |NG(u) ∪NG(v)| ≥
≥|V | − 1− degG(u) + |V | − 1− degG(v)− (|V | − 2) =

=2|V | − 2− (degG(u) + degG(v))− |V |+ 2 =

=|V | − (degG(u) + degG(v)) > |V | −
(
|V |
2

+
|V |
2

)
= 0,

gdzie ostatnia nierówno±¢ wynika z zaªo»enia, »e ∆(G) < |V |/2.
Konkluzja jest taka, »e wierzchoªki u i v maj¡ w gra�e G wspólnego s¡siada, wi¦c istnieje w nim u-v-

±cie»ka. Z dowolno±ci wyboru wierzchoªków u i v wnioskujemy, »e G jest grafem spójnym, zatem jest on
eulerowski. �
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3. (5p.) Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach, gdzie n ≥ 3. Udowodnij, »e je±li G ma co najmniej
1
2
(n− 1)(n− 2) + 2 kraw¦dzie, to G jest hamiltonowski.

Rozwi¡zanie. We¹my dowolne dwa ró»ne wierzchoªki u, v takie, »e uv /∈ E(G) (je±li nie ma takiej pary,
to graf jest peªny, wi¦c jest hamiltonowski). Rozwa»my graf G′ = G − u − v. Zauwa»my, »e |E(G)| =
|E(G′)|+ degG u+ degG v. Graf G

′ ma n− 2 wierzchoªki zatem |E(G′)| ≤
(
n−2
2

)
. Otrzymujemy:

1

2
(n− 1)(n− 2) + 2 ≤ |E(G)| = |E(G′)|+ degG u+ degG v ≤

(
n− 2

2

)
+ degG u+ degG v.

Zatem:
1

2
(n− 1)(n− 2) + 2−

(
n− 2

2

)
≤ degG u+ degG v.

Przeksztaªcaj¡c lew¡ stron¦ równania otrzymujemy:

1

2
(n− 1)(n− 2) + 2− 1

2
(n− 2)(n− 3) =

1

2
(n− 2)(n− 1− n+ 3) + 2 =

1

2
(n− 2) · 2 + 2 = n− 2 + 2 = n.

Pokazali±my, »e dla dowolnej pary nies¡siaduj¡cych wierzchoªków u, v zachodzi:

n ≤ degG u+ degG v.

Z twierdzenia Orego, graf G jest hamiltonowski. �
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4. (5p.) Scharakteryzuj (czyli znajd¹) wszystkie drzewa T o co najmniej dwóch wierzchoªkach, dla których
χ′(T ) = ∆(T ).

Rozwi¡zanie. Poka»emy, »e ka»de drzewo ma tak¡ wªasno±¢. Oczywi±cie zawsze χ′(T ) ≥ ∆(T ), zatem
pozostaje pokaza¢, »e ka»de drzewo T ma poprawne kolorowanie kraw¦dziowe na ∆(T ) kolorów. Dowód b¦dzie
indukcyjny po liczbie wierzchoªków. Je±li |T | = 2, to T jest izomor�czny z K2, zatem χ′(T ) = 1 = ∆(T ).

Zaªó»my zatem, »e |T | ≥ 3 i dla ka»dego drzewa T ′ o mniej ni» |T | wierzchoªkach zachodzi χ′(T ′) = ∆(T ′).
Z ¢wicze« wiemy, »e ka»de drzewo o co najmniej dwóch wierzchoªkach ma li±¢, niech v b¦dzie li±ciem w

T , a u b¦dzie jego s¡siadem. Zauwa»my, »e graf T ′ = T − v jest drzewem, zatem z zaªo»enia indukcyjnego
ma poprawne kolorowanie kraw¦dziowe f ′ na ∆(T ′) kolorów. Aby znale¹¢ kolorowanie f grafu T , musimy
rozszerzy¢ f ′, koloruj¡c kraw¦d¹ uv.

Zauwa»my, »e degT ′ u = degT u− 1, a dla wszystkich pozostaªych wierzchoªków ich stopnie s¡ takie same
w T i T ′. Zatem ∆(T ′) ∈ {∆(T )− 1,∆(T )}. Rozwa»my dwa przypadki.

Je±li ∆(T ′) = ∆(T ), to wierzchoªek u nie mo»e mie¢ w T ′ najwi¦kszego stopnia. Zatem istnieje co
najmniej jeden kolor c taki, »e u nie jest incydentny z kraw¦dzi¡ w kolorze c (w gra�e T ′ i kolorowaniu f ′).
Mo»emy zatem u»y¢ tego koloru, by pokolorowa¢ kraw¦d¹ uv, tym samym otrzymuj¡c poprawne kolorowanie
kraw¦dziowe grafu T na ∆(T ′) = ∆(T ) kolorów.

Je±li ∆(T ′) = ∆(T ) − 1, to mo»emy rozszerzy¢ kolorowanie f ′ przez pokolorowanie kraw¦dzi uv nowym
kolorem. Liczba u»ytych kolorów wyniesie zatem ∆(T ′) + 1 = ∆(T ). �


