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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | SUMA

1. (5p.) Wykaz, ze graf G = (V, E) (|V| = 3) jest 2-spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych trzech jego
wierzchotkéw x, y i z istnieje x-y-$ciezka przechodzaca przez z.

Rozwigzanie. Zalézmy na poczatku, ze graf G jest 2-spdjny. Niech z, y i z beda jego trzema dowolnymi
wierzchotkami. Potozmy U := {z,y}. Jak wiemy z ¢wiczeni, w G istnieje z-U-wachlarz. Niech P i @) beda
Sciezkami tego wachlarza, gdzie P jest z-x-Sciezka, a @) jest z-y-Sciezka. 7 definicji wachlarza wynika, ze
xPzQy jest éciezka w GG. Prowadzi ona z x do y przez z, wiec spelnia zadane warunki.

Alternatywne rozwiazanie moze polega¢ na przyktad na znalezieniu cyklu C' przechodzacego przez x i z
(taki istnieje z 2-spdjnosci grafu) oraz Sciezki taczacej wierzcholek y z V(C) \ {z}.

Teraz zalézmy, ze dla kazdych trzech wierzchotkéw z, y i z grafu G istnieje x-y-Sciezka przechodzaca
przez z. Cheemy wykazaé, ze G jest 2-spojny. Poniewaz |V| > 3, wystarczy pokazac, ze usuniecie dowolnego
wierzchotka nie powoduje rozspdjnienia grafu. Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu GG, a wierzchotki
u i w dwoma dowolnymi wierzchotkami grafu G — v. Z zalozenia w grafie G jest v-w-$ciezka P przechodzaca
przez u. Stad uPw jest §ciezka w G, ktora nie przechodzi przez v, a zatem jest u-w-Sciezka w G —v. Poniewaz
u i w byly wybrane dowolnie, to oznacza to, ze G — v jest spojny. W konsekwencji G jest 2-spojny. 0
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2. (5p.) Przypomnijmy, ze srednicq grafu G = (V, E') nazywamy liczbe

diam(G) := max{distg(u,v) : u,v € V},

gdzie distg(u,v) oznacza liczbe krawedzi na najkrotszej u-v Sciezce. Niech G = (V) E) bedzie grafem eu-
lerowskim o nieparzystej liczbie wierzchotkéw i $rednicy wiekszej lub réwnej 3. Wykazaé, ze dopelnienie G
grafu G rowniez jest grafem eulerowskim.

Rozwigzanie. Niech v € V. Poniewaz G jest eulerowski, wiemy, ze deg. v jest liczba parzysta. Jak wiadomo
degzv = |V| — 1 — deg v, co jest liczba parzysta, jako ze |V| jest nieparzyste, a deg. v parzyste. Poniewaz
wierzchotek v byl wybrany dowolnie, to wtasnie udowodniliémy, ze wszystkie wierzcholki grafu G maja
parzyste stopnie.

Jesli wykazemy jeszcze, ze graf G jest spojny, to z twierdzenia Eulera otrzymamy teze zadania.

Skoro érednica grafu G jest réwna co najmniej 3, to w G istnieja wierzchotki = i y, ktore sa odlegle o
co najmniej 3, a wiec nie sasiaduja ze soba w grafie G, ani nie maja w nim wspoélnego sasiada. Niech teraz
u,v € V beda dowolnymi wierzchotkami. Wierzcholek u nie moze sasiadowaé¢ w G z oboma wierzchotkami x
i y, a wiec co najmniej jedna z krawedzi uz, uy jest w G. To samo mozemy powiedzieé¢ dla wierzchotka v.
Jesli ux,vr € E(G) lub uy,vy € E(G), to uxv lub uyv jest uv-iciezka w G. A jesli ux € E(G), a vy € E(G)
(lub na odwrét), to uzyv jest uv-sciezka w G (lub uyzv). (Literalnie to dziala tylko jesli u,v ¢ {z,y}, ale jak
tylko umoéwimy sie, ze gdy powiedzmy u = x, to uzyv czytamy uyv, to wszystko jest dobrze.) O
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3. (5p.) Niech G bedzie grafem, ktory spelnia warunek 6(G) > k i nie ma trojkatow (czyli kazdy cykl ma co
najmniej cztery krawedzie). Pokaz, ze w G istnieje $ciezka o co najmniej 2k wierzchotkach.

Rozwigzanie. Rozwazmy najdtuzszg $ciezke w G, oznaczmy ja przez P = vy, vy, ..., v,. Zauwazmy, ze kazdy
sasiad v; znajduje sie na P. Co wiecej, dla kazdego ¢ € {2,3,...,¢ — 1}, jesli v; jest sasiadem vy, to v;;1 nie
jest, bo inaczej wierzcholki vy, v;, v; 11 tworza trojkat.

Policzmy zatem wierzchotki na P:

0> 1, + kB, + kE—1 = 2k.

wierzch. v1  sasiedzi v1  nastepnicy sasiadéw v, poza ew. vy

Zatem najdtuzsza $ciezka w GG ma co najmniej 2k wierzchotki. O
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4. (5p.) Niech k£ > 2 i niech G bedzie k-regularnym grafem o parzystej liczbie wierzchotkow w ktérym
X'(G) = k + 1. Dla danej krawedzi uv € E(G) definiujemy graf G, w nastepujacy sposob:

Guw = (V(G)U{z}, E(G) \ {uv} U {uzx,vx}).

Innymi stowy, krawedz uv zastepujemy Sciezka uxv, gdzie x jest nowym wierzchotkiem. Pokaz, ze dla kazdego
wv € E(G) zachodzi X' (Gyy) = k + 1.

Rozwigzanie. Ustalmy wv € E(G) i niech n := |[V(G)|. Wiemy, ze |V (Gu)| = n + 1, zauwazmy, ze A(G) =

A(Gyy) = k.
Zalozmy, ze G, ma poprawne k-kolorowanie krawedziowe. Zeby kolorowanie bylo poprawne, liczba
krawedzi grafu G,, w jednym kolorze nie moze przekraczaé [”T“J = 5. W przeciwnym wypadku, tzn.

jesli istnieje kolor przyporzadkowany co najmniej 5§ + 1 krawedziom, G, musialby posiada¢ co najmnie;
2 - (% + 1) = n + 2 wierzchotki.
Poniewaz mamy do dyspozycji k koloréw, mozemy oszacowac

n
BGuw) <k 5. (1)

Zauwazmy jednak, ze graf G posiada doktadnie %" krawedzi (poniewaz ma n wierzchotkow i jest k-
regularny). Graf G, powstal przez usuniecie krawedzi wv i dodanie krawedzi vz i ux, co oznacza, ze
|E(Guo)| = 2 + 1, co daje sprzecznosé z (1). Wobec tego nie istnieje poprawne kolorowanie krawedzi

grafu G, na k' kolorow dla zadnego k' < k. Z tego dostajemy, ze x'(Gu) > k + 1. Poniewaz A(G,,) = k, z

twierdzenia Vizinga wiemy natomiast, ze x'(G,) < k + 1, zatem dostajemy, ze X'(Guy) = k + 1.
Poczatkowa krawedz uv wybraliémy w dowolny sposéb, wiec powyzszy argument dziala dla kazdej mozliwej

krawedzi grafu G. U



