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1. (5p.) Niech G bedzie grafem 3-spojnym. Pokaz, ze dla kazdej pary roznych wierzchotkéw u, v istnieje cykl
parzysty (tj. cykl o parzystej liczbie krawedzi), ktory zawiera u i v.

Przypomnijmy, ze na cyklu wierzchotki sie nie powtarzaja, z doktadnoscia do tego, ze cykl zaczyna sie i
koniczy w tym samym wierzchotku.

Rozwigzanie. 7, twierdzenia Mengera wiemy, ze w grafie GG istniejg trzy wewnetrznie roztaczne u-v-$ciezki.
Z zasady szufladkowej wiemy, ze sposréd nich mozemy wybraé¢ dwie, ktore maja taka sama parzystosé. Za-
uwazmy teraz, ze konkatenacja tych Sciezek (czyli sklejenie ich odpowiednimi koncami) daje cykl o parzystej
liczbie krawedzi, ktory zawiera u i v. 0
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2. (bp.) Niech n,m > 1. Rozwazmy graf G, ,,, ktorego wierzchotkami sa wszystkie ciagi dlugosci n o
wyrazach ze zbioru {1,2,...,m}, a dwa ciagi sasiaduja, gdy r6znia sie doktadnie jednym wyrazem. Wyznacz
srednice diam(G,, ,,,) grafu G, ,, oraz wartosci n i m, dla ktérych graf G, ,,, jest eulerowski.

Przypomnijmy, ze diam(G) := max{diste(u,v) : u,v € V(G)}, gdzie distg(u, v) oznacza liczbe krawedzi
na najkrotszej sciezce o koncach w wierzchotkach u i v.

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze odlegtos¢ miedzy wierzchotkami w rozwazanym grafie jest rowna liczbie wyrazow,
ktorymi réznia sie te wierzcholki, czyli jest rowna co najwyzej n. Dzieki zalozeniu, ze m > 1 istnieja ciagi,
ktore roznia sie¢ wszystkimi wyrazami, co oznacza, ze diam(G,,,,) = n.

Rozwazania dotyczace érednicy grafu G, ,, upewniaja nas, ze dla kazdego wyboru parametrow n,m > 1
taki graf jest spojny. Aby stwierdzi¢, ktore z nich sg eulerowskie wystarczy zbadaé¢ stopnie ich wierzchotkow.
Niech v bedzie dowolnym wierzchotkiem grafu G, ,,, a w jego sasiadem. Wierzchotek w rézni si¢ od v na
jednej z n pozycji i na tej pozycji moze mieé¢ jeden z m — 1 wyrazéw. Zatem wierzchotek w mozemy wybraé
na n(m — 1) sposobéw, a zatem deg, (v) = n(m — 1). Wynik ten nie zalezy od wierzchotka v, a zatem graf
Gm jest n(m — 1)-regularny. Stad i z twierdzenia Eulera wnioskujemy, ze graf Gy, ,, jest eulerowski, chyba
ze n jest nieparzyste, a m parzyste. 0
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3. (5p.) Niech G bedzie grafem prostym (bez petli i wielokrotnych krawedzi). Powiemy, ze vy, vy € V(G) sa
blizniakami, jesli Ng(v1) = Ng(vg) (czyli v1 1 vy maja ten sam zbior sasiadow w ). Niech v bedzie dowolnym
wierzchotkiem grafu G (mozna zaltozy¢, ze |V(G)| > 1) i niech Bg(v) oznacza zbior blizniakow wierzchotka v
w G (w szczegblnosci v € Bg(v)). Pokaz, ze jesli |Bg(v)| > degg v, to G nie jest hamiltonowski.

Rozwigzanie. Zaldézmy przeciwnie, tzn. ze graf G ma cykl Hamiltona. Wiemy z wyktadu, ze wowczas dla
kazdego niepustego zbioru S C V(@) zachodzi C(G \ S) < |S|, gdzie C(G \ S) oznacza liczbe spojnych
sktadowych grafu G\ S. Oznaczmy przez G’ graf G \ Ng(v). Mozemy zalozy¢, ze Ng(v) # 0), w przeciwnym
wypadku G jest niespojny. Zatem

C(G') < |Ng(v)] = degg v < [Ba(v)). (1)

Zauwazmy, ze Bg(v) € V(G'). W przeciwnym wypadku oznaczatoby to, ze istnieje u € Bg(v), ktory
nalezy takze do Ng(v). Ale skoro u € Bg(v), to Ng(v) = Ng(u), wiec u € Ng(u), sprzecznosé z faktem, ze
wierzchotki G nie maja petli.

Zauwazmy rowniez, ze kazdy wierzcholek u € Bg(v) jest wierzcholtkiem izolowanym w G’ poniewaz G’
powstal z grafu G przez usuniecie zbioru Ng(v) = Ng(u). Kazdy izolowany wierzcholek jest spojna sktadowa
grafu G', wiec C(G') > |Bg(v)|, sprzecznosé z (1). O
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4. (5p.) Niech p,q > 01 niech G, H beda grafami o nieparzystych liczbach wierzchotkow, takimi ze G jest
p-regularny, a H jest g-regularny. Wyznacz x'(GOH).

Przypomnijmy, ze V(GOH) = V(G) x V(H) i E(GOH) = {(u1,u2)(vy,v2) : up = vy 1 ugve € E(H) lub
U1V € E(G) 1Uy = 112}.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze dla dowolnego wierzchotka (u,v) € V(GOH), zbior jego sasiadow
mozna podzieli¢ na dwa rozlaczne podzbiory: wierzchotki (u,w), gdzie vw € E(H) oraz wierzcholki (z,v),
gdzie uz € F(G). Zatem zachodzi deg,qy(u,v) = deg, u + degy v, co z kolei implikuje, ze graf GOH jest
(p+ q)-regularny. Ponadto liczba wierzchotkow grafu GOH to |V(G)|- |V (H)|, wigc jest to liczba nieparzysta.

7 zadania z ¢wiczen wiemy, ze indeks chromatyczny kazdego grafu k-regularnego o nieparzystej liczbie
wierzchotkow wynosi k + 1, co natychmiast implikuje, ze x'(GOH) =p+q+1

Aby rozwiazanie byto kompletne, przedstawmy argument tutaj. Zalézmy, ze x'(GOH) < p + ¢ i ustalmy
pewne poprawne (p + g)-kolorowanie krawedziowe grafu GOJH. Poniewaz dowolny wierzchotek v w grafie
GUH ma stopienn p + ¢, to v jest incydentny z doktadnie jednag krawedzia w kazdym z koloréw. Zatem
krawedzie w jednym kolorze musza tworzy¢ skojarzenie, ktére zawiera wszystkie wierzchotki grafu GUH.
Zauwazmy jednak, ze kazde skojarzenie zawiera parzysta liczbe wierzchotkow, a GLJH ma nieparzysta liczbe
wierzchotkow — sprzecznosé! Zatem y/'(GOH) > p + ¢, a z tw. Vizinga mamy y'(GOH) < p+ q + 1, wiec
ostatecznie Y (GOH) = p+q + 1. OJ



