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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 SUMA

1. (5p.) Skojarzenie M w gra�e G = (V,E) nazwiemy maksymalnym, je±li (∀e ∈ E −M) M ∪ {e} nie jest
skojarzeniem w G.

Niech b(G) := min{|M | : M jest skojarzeniem maksymalnym w G}. Wyznacz b(Cn).

Rozwi¡zanie. Ponumerujmy kraw¦dzie e0, . . . , en−1 cyklu po kolei (od zera, bo b¦dziemy rachowa¢ modulo n).
Niech M b¦dzie dowolnym skojarzeniem maksymalnym w gra�e Cn. Niech mi := |M ∩ {ei−1, ei, ei+1}|, czyli
mi to liczba kraw¦dzi spo±ród trzech kolejnych, zaczynaj¡cych si¦ od ei−1, które nale»¡ do skojarzenia M .
Skoro skojarzenie M jest maksymalne, to (∀i) mi > 1, bo inaczej, gdyby mj = 0 dla pewnego j, to mieliby±my
trzy kolejne kraw¦dzie cyklu, z których »adna nie nale»y do M i zbiór M ∪ {ej} byªby skojarzeniem w Cn

przecz¡c temu, »e M jest skojarzeniem maksymalnym. Zauwa»my te», »e |M | =
∑n−1

i=0 mi/3, co wynika z
tego, »e w sumie ka»da kraw¦d¹ skojarzenia M jest liczona dokªadnie trzy razy. �¡cz¡c te fakty otrzymujemy

|M | =
∑n−1

i=0 mi

3
>

∑n−1
i=0 1

3
=

n

3
,

czyli »e ka»de skojarzenie maksymalne w Cn ma co najmniej n/3 kraw¦dzi, co mo»na dokªadniej powiedzie¢,
»e ma ono co najmniej dn/3e kraw¦dzi. Mamy b(Cn) > dn/3e.

Je±li 3|n, to zbiór {e3k : 0 6 k 6 n/3 − 1} jest skojarzeniem maksymalnym w Cn. Je±li n daje reszt¦ 1
przy dzieleniu przez 3, to {e3k : 0 6 k 6 (n − 1)/3 − 1} ∪ {en−2} jest skojarzeniem maksymalnym w Cn. W
ko«cu, gdy n daje reszt¦ 2 przy dzieleniu przez 3, to {e3k : 0 6 k 6 (n− 2)/3− 1} ∪ {en−2} jest skojarzeniem
maksymalnym w Cn. Poniewa» ka»dy z tych trzech zbiorów ma liczno±¢ dn/3e, to mamy b(Cn) 6 dn/3e.

�¡cz¡c obie nierówno±ci dostajemy b(Cn) = dn/3e
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2. (5p.) Wyka», »e graf dwudzielny G = (V,E) ma skojarzenie doskonaªe wtedy i tylko wtedy, gdy

(∀S ⊆ V ) |N(S)| > |S|.

Rozwi¡zanie. Zaªó»my na pocz¡tek, »e M jest skojarzeniem doskonaªym w G. Oznaczmy przez v′ wierzchoªek
skojarzony z v w M . Niech S ⊆ V . Niech S ′ := {v′ : v ∈ S}. Mamy |S ′| = |S| oraz S ′ ⊆ N(S). St¡d
|N(S)| > |S|.

Zaªó»my teraz, »e (∀S ⊆ V ) |N(S)| > |S|. Oznaczmy przez X i Y klasy dwudzielno±ci grafu G. Mamy
(∀S ⊆ X) |N(S)| > |S|. Z twierdzenia Halla wnioskujemy, »e istnieje w G skojarzenie MX pokrywaj¡ce zbiór
X. Oznacza to, »e |X| 6 |Y |. Mamy te», »e (∀S ⊆ Y ) |N(S)| > |S|, co oznacza, znowu z twierdzenia Halla,
»e istnieje w G skojarzenie MY pokrywaj¡ce zbiór Y , co poci¡ga za sob¡, i» |Y | 6 |X|. Wiemy ju» teraz, »e
|X| = |Y |, ale to oznacza, »e skojarzenie MX jest doskonaªe (MY te»).
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3. (5p.) Niech G b¦dzie spójnym grafem o zbiorze wierzchoªków V (G) = {v1, v2, · · · , vn}.
Sie¢ N de�niujemy nast¦puj¡co:

• zbiorem wierzchoªków N b¦dzie V (G) i dwa nowe wierzchoªki: ¹ródªo s i uj±cie t,

• dla ka»dej kraw¦dzi {vi, vj} grafu G dodajemy do N ªuki vivj i vjvi, maj¡ one niesko«czone przepus-
towo±ci,

• dodajemy do N ªuki od s do wszystkich wierzchoªków z G, przy czym c(svi) = i,

• dodajemy do N ªuki od wszystkich wierzchoªków z G do t, przy czym c(vit) = n− i+ 1.

Wyznacz warto±¢ najwi¦kszego przepªywu w N .

Rozwi¡zanie. Warto±¢ maksymalnego przepªywu jest równa przepustowo±ci minimalnego przekroju, rozwa»amy
wi¦c przekroje (S, T ), gdzie T = V (N) \ S.

Zauwa»my, »e przekrój ({s}, V (G) ∪ {t}) ma warto±¢
∑n

i=1 i =
n(n+1)

2
. Z drugiej strony ka»dy przekrój

zawieraj¡cy kraw¦d¹ vivj (dla vi, vj ∈ V (G)) ma niesko«czon¡ przepustowo±¢, zatem nie mo»e by¢ minimalny.
Poka»emy, »e w minimalnym przekroju (S, T ) mamy V (G) ⊆ S lub V (G) ⊆ T . Przypu±¢my przeciwnie,

tj. istniej¡ a, b ∈ V (G) takie, »e a ∈ S i b ∈ T . Poniewa» G jest spójny, istnieje w G ±cie»ka P o ko«cach a i b.
Niech a′ b¦dzie ostatnim wierzchoªkiem P , nale»¡cym do S, a b′ nast¦pnym wierzchoªkiem na P . Oczywi±cie
b′ ∈ T , czyli kraw¦d¹ a′b′ nale»y do przekroju (S, T ). Z tego wynika, »e przekrój ten nie mo»e by¢ minimalny.

Istniej¡ tylko dwa przekroje (S, T ), które maj¡ wszystkie wierzchoªki grafu G w jednym ze zbiorów S i

T . Przepustowo±¢ przekroju ({s} ∪ V (G), {t}) wynosi
∑n

i=1(n − i + 1) = n + (n − 1) + ... + 1 = n(n+1)
2

.

Przepustowo±¢ przekroju ({s}, V (G) ∪ {t}) wynosi
∑n

i=1 i = 1 + 2 + ... + n = n(n+1)
2

. Obie warto±ci s¡ sobie

równe. St¡d warto±¢ maksymalnego przepªywu wynosi n(n+1)
2

.



MD2, Informatyka. K2. 19.01.2018. Imi¦ i nazwisko . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. (5p.) Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem planarnym o n wierzchoªkach. Niech s oznacza liczb¦
wierzchoªków stopnia co najwy»ej 6. Poka», »e n ≤ 7s.

Rozwi¡zanie. Niech S b¦dzie zbiorem wierzchoªków stopnia co najwy»ej 6. Oznaczmy R = V \ S i r = |R|.
Przypu±¢my, »e teza jest faªszywa, czyli n > 7s, co oznacza, »e r > 6s.

Z lematu o u±ciskach dªoni otrzymujemy:

2|E| =
∑
v∈V

deg v =
∑
v∈S

deg v +
∑
v∈R

deg v >
∑
v∈R

deg v ≥ 7r = r + 6r

Stosuj¡c zaªo»enie, otrzymujemy 2|E| > 6s + 6r = 6n. Z drugiej strony wiemy, »e w gra�e planarnym
2|E| < 6n, sprzeczno±¢.


