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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | SUMA

1. (5p.) Skojarzenie M w grafie G = (V, E) nazwiemy maksymalnym, jesli (Ve € E — M) M U {e} nie jest
skojarzeniem w G.
Niech b(G) := min{| M| : M jest skojarzeniem maksymalnym w G}. Wyznacz b(C,,).

Rozwigzanie. Ponumerujmy krawedzie ey, . .., e,_1 cyklu po kolei (od zera, bo bedziemy rachowaé modulo n).
Niech M bedzie dowolnym skojarzeniem maksymalnym w grafie C,,. Niech m; := |M N {e;_1,e;, €41}, czyli
m; to liczba krawedzi sposrod trzech kolejnych, zaczynajacych sie od e;_ 1, ktore nalezg do skojarzenia M.
Skoro skojarzenie M jest maksymalne, to (Vi) m; > 1, bo inaczej, gdyby m; = 0 dla pewnego j, to mieliby$my
trzy kolejne krawedzie cyklu, z ktérych zadna nie nalezy do M i zbior M U {e;} bylby skojarzeniem w C,
przeczac temu, ze M jest skojarzeniem maksymalnym. Zauwazmy tez, ze |M| = 2?:_01 m;/3, co wynika 7
tego, ze w sumie kazda krawedz skojarzenia M jest liczona dokltadnie trzy razy. Laczac te fakty otrzymujemy

n—1 n—1
M| = Zi_g? i > Dico ! _n

3 3’
czyli ze kazde skojarzenie maksymalne w C,, ma co najmniej n/3 krawedzi, co mozna doktadniej powiedzie¢,
ze ma ono co najmniej [n/3] krawedzi. Mamy b(C,,) > [n/3].

Jesli 3|n, to zbior {eg, : 0 < k < n/3 — 1} jest skojarzeniem maksymalnym w C,,. Jesli n daje reszte 1
przy dzieleniu przez 3, to {esr : 0 < k < (n—1)/3 — 1} U {en_2} jest skojarzeniem maksymalnym w C,. W
koricu, gdy n daje reszte 2 przy dzieleniu przez 3, to {es; : 0 < k < (n—2)/3 — 1} U{e,_2} jest skojarzeniem
maksymalnym w C,,. Poniewaz kazdy z tych trzech zbior6w ma licznosé¢ [n/3], to mamy b(C,) < [n/3].

Laczac obie nierownosci dostajemy b(C),) = [n/3]
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2. (bp.) Wykaz, ze graf dwudzielny G = (V, E') ma skojarzenie doskonale wtedy i tylko wtedy, gdy
(VS S V) IN(S)| = [5].

Rozwigzanie. Zatozmy na poczatek, ze M jest skojarzeniem doskonalym w G. Oznaczmy przez v' wierzchotek
skojarzony z v w M. Niech S C V. Niech &’ := {v' : v € S}. Mamy |S'| = |S]| oraz S’ C N(S). Stad
N(S)] > IS,

Zatozmy teraz, ze (VS C V) |[N(S)| = |S|. Oznaczmy przez X i Y klasy dwudzielnosci grafu G. Mamy
(VS C X)) IN(S)| = |S|. Z twierdzenia Halla wnioskujemy, ze istnieje w G skojarzenie Mx pokrywajace zbior
X. Oznacza to, ze | X| < |Y|. Mamy tez, ze (VS CY) |N(S)| > |S|, co oznacza, znowu z twierdzenia Halla,
ze istnieje w G skojarzenie My pokrywajace zbior Y, co pociaga za soba, iz |Y| < | X|. Wiemy juz teraz, ze
| X | = |Y], ale to oznacza, ze skojarzenie My jest doskonale (My tez).
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3. (bp.) Niech G bedzie spojnym grafem o zbiorze wierzchotkow V(G) = {vy, v, -+, v, }.
Sie¢ N definiujemy nastepujaco:

e zbiorem wierzchotkow N bedzie V(G) i dwa nowe wierzchotki: zrédlo s i ujscie ¢,

o dla kazdej krawedzi {v;,v;} grafu G dodajemy do N tuki v;v; i v;v;, maja one nieskoriczone przepus-
towosci,

e dodajemy do N tuki od s do wszystkich wierzchotkow z G, przy czym c(sv;) = i,
e dodajemy do N tuki od wszystkich wierzcholtkow z G do t, przy czym c(v;t) =n — i+ 1.
Wyznacz wartosé najwiekszego przeptywu w N.

Rozwigzanie. Warto$é maksymalnego przepltywu jest rowna przepustowosci minimalnego przekroju, rozwazamy
wiec przekroje (S,7'), gdzie T'=V(N) \ S.
Zauwazmy, ze przekroj ({s}, V(G) U {t}) ma wartos¢ > " ;i = "("2“). 7Z drugiej strony kazdy przekroj
zawierajacy krawedz v;v; (dla v;,v; € V(G)) ma nieskoficzona przepustowosé, zatem nie moze byé minimalny.
Pokazemy, ze w minimalnym przekroju (S,7") mamy V(G) C S lub V(G) C T. Przypu$émy przeciwnie,
tj. istnieja a,b € V(G) takie, ze a € S'ib € T. Poniewaz G jest spojny, istnieje w G $ciezka P o koricach a i b.
Niech o’ bedzie ostatnim wierzchotkiem P, nalezagcym do S, a I’ nastepnym wierzchotkiem na P. Oczywiscie
b €T, czyli krawedz a'b’ nalezy do przekroju (S, T). Z tego wynika, ze przekrdj ten nie moze by¢ minimalny.
Istnieja tylko dwa przekroje (S,T'), ktore maja wszystkie wierzchotki grafu G w jednym ze zbiorow S i
T. Przepustowos¢ przekroju ({s} U V(G),{t}) wynosi > " (n—i+1)=n+n—-1)+..+1= w
Przepustowos¢ przekroju ({s}, V(G) U {t}) wynosi Y ! ji=1+2+ ..+ n= "("2+1). Obie wartosci sa sobie
n(n+1)
5

rowne. Stad wartos¢ maksymalnego przeptywu wynosi



MD2, Informatyka. K2. 19.01.2018. Imie i Nazwisko . ... cvvin ittt ittt ie i,

4. (5p.) Niech G = (V, E) bedzie spojnym grafem planarnym o n wierzcholkach. Niech s oznacza liczbe
wierzchotkéw stopnia co najwyzej 6. Pokaz, ze n < 7s.

Rozwigzanie. Niech S bedzie zbiorem wierzchotkéw stopnia co najwyzej 6. Oznaczmy R =V \ Sir = |R].
Przypusémy, ze teza jest fatszywa, czyli n > 7s, co oznacza, ze r > 6s.
Z lematu o usciskach dloni otrzymujemy:

2|F| :Zdegv:Zdegv—l—Zdegv > Zdegv >Tr=r+6r

veV veES vER vER

Stosujac zalozenie, otrzymujemy 2|E| > 6s + 6r = 6n. 7 drugiej strony wiemy, ze w grafie planarnym
2|E| < 6n, sprzecznosé.



