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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | SUMA

1. (bp.) Pokryciem wierzchotkowym w grafie G nazywamy zbior S C V(G) taki, ze kazda krawedz z G ma co
najmniej jeden koniec w S. Niech v(G) oznacza rozmiar najmniejszego pokrycia wierzchotkowego w G, a u(G)
oznacza rozmiar najwiekszego skojrzenia w G. Pokaz, ze dla kazdego grafu G mamy pu(G) < vy(G) < 2u(G).

Rozwigzanie. Niech M bedzie skojarzeniem w G rozmiaru u(G), a S bedzie pokryciem wierzchotkowym
rozmiaru v(G). Zauwazmy, ze S musi zawiera¢ przynajmniej jeden koniec kazdej krawedzi z M, a poniewaz
krawedzie z M sa rozlaczne, otrzymujemy, ze u(G) = |M| < |S| = v(G).

Z drugiej strony, niech S’ bedzie zbiorem koncow krawedzi z M. Zauwazmy, ze S’ jest pokryciem wierz-
chotkowym — przypusémy, ze tak nie jest, czyli istnieje krawedz e, ktora nie ma konca w S’. Ale wtedy zbior
M U {e} jest skojarzeniem w G, wiekszym niz M — sprzeczno$¢. Zatem v(G) < |S'| = 2|M| = 2u(G). O



MD2, Informatyka. K2. 25.01.2019. Imie i nazwisko ...... ..ottt

2. (bp.) Czasteczka sferycznego fulerenu sktada sie z atomow wegla, rozmieszczonych na sferze. Jesli wiazania
miedzy atomami wyobrazimy sobie jako odcinki na sferze, okazuje sie, ze nie przecinaja sie one wzajemnie.
Wilasnosci chemiczne wegla narzucaja dwa ograniczenia na strukture czasteczki: 1) kazdy atom wegla wiaze
sie z doktadnie trzema innymi atomami i 2) kazda $ciana czasteczki jest ograniczona przez cykl z pieciu lub
szesciu atomow (patrz rysunki na dole strony). Ile Scian pieciokatnych ma czasteczka o n atomach wegla?

Rozwigzanie. Niech fs; oznacza liczbe Scian pieciokatnych, fs oznacza liczbe Scian szeSciokatnych, a m liczbe
krawedzi. Zauwazmy, ze graf G, w ktorym wierzchotki odpowiadaja atomom wegla, a krawedzie wigzaniom,
jest planarny (bo ma rysunek plaski na sferze, wiec tez na plaszczyznie).

Z lematu o usciskach dtoni dla G* wiemy, ze 2m = > rer(c) deg f =5f54+6fs. Poniewaz kazdy wierzchotek
GG ma stopien 3, z lematu o usciskach dtoni dla G otrzymujemy, ze 2m = 3n, zatem 5f5 + 6 fs = 3n (*).

Wreszcie z formuty Eulera wiemy, ze n — m + (f5 + f¢) = 2. Po wstawieniu 2m = 3n i przeksztalceniu,
otrzymujemy 3n = 6f5 + 6fs — 12. Po poréwnaniu tego z (x) otrzymujemy, ze 5f5 + 6fs = 6f5 + 6fs — 12,
czyli f5 = 12. Kazdy fuleren sferyczny ma 12 Scian pieciokatnych. Niesamowite. U
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3. (bp.) Niech n > 0. Rozwazmy graf G = (V, F), gdzie V = [n]", czyli wierzchotkami grafu G sa wszystkie
ciagi dtugosci n o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n},a E = {(z1,...,2,) (Y1, .-, yn) : (VO)z; # y;}, czyli krawedz
miedzy wierzchotkami wystepuje doktadnie wtedy, gdy r6znia sie one na kazdej wspotrzednej. Znalezé x(G).

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze zbior {(i,...,1) : i € [n]} jest klika w G o licznosci n, a wige x(G) = n.
Zdefiniujmy funkcje f : V' — [n] nastepujacym wzorem f(xy,...,2,) := x1, czyli wierzcholek koloru-
jemy jego pierwsza wspotrzedna. Rozwazmy dwa sasiadujace wierzcholki (z1,...,2,) i (y1,...,yn). Mamy
flx1,...,x,) =211 f(y1,...,yn) = y1. Poniewaz wierzcholki te sasiaduja, to roznia sie na wszystkich wspotr-
zednych, w szczegblnosci na pierwszej, czyli 1 # y;, co oznacza, ze f jest poprawnym kolorowaniem grafu G,
a wiec x(G) < n. O
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4. (5p.) Przypomnijmy, ze R(a,b,c) to najmniejsza liczba n taka, ze w kazdym kolorowaniu krawedzi grafu
K, na niebiesko, czerwono i zielono, znajdziemy niebieski graf K,, czerwony graf Kj, lub zielony graf K..
Wykaz, ze R(3,3,4) < 2- R(3,4) + R(3,3,3) — 1.

Rozwigzanie. Niech n bedzie najwieksza liczba naturalng taka, ze krawedzie grafu K, mozna pokolorowaé
kolorami niebieskim, czerwonym i zielonym, bez utworzenia niebieskiego tréjkata, czerwonego trojkata, ani
zielonego K4. Rozwazmy dowolne takie pokolorowanie grafu K,. Ustalmy wierzchotek v € V(K,). Niech
V) oznacza zbioér wierzchotkéw potaczonych z v krawedziami niebieskimi, V5 — czerwonymi, a V3 — zielonymi.
Niech G, Gy, G3 oznaczaja podgrafy grafu K, indukowane przez odpowiednio zbiory Vi, V5, V3.

Zauwazmy, ze gdyby w GG wystepowala niebieska krawedz uw, to wierzchotki u, v, w tworzytyby niebieski
trojkat. Zatem G jest pokolorowany dwoma kolorami — czerwonym i zielonym. Poniewaz K, nie zawiera
czerwonego trojkata ani zielonego Ky, to G tez ich nie zawiera. Stad |V < R(3,4).

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla grafu G, (zamieniajac rolami kolory niebieski i czerwony),
otrzymujemy |Va| < R(3,4).

Zauwazmy, ze gdyby w grafie G'3 wystepowat zielony tréjkat, to wraz z wierzchotkiem v utworzytby w grafie
K, zielong klike K4. Zatem w grafie G5 unikamy trojkatow w kazdym z trzech kolorow, czyli |V3| < R(3, 3, 3)
Z powyzszych nieréwnosci otrzymujemy:

n=1+|Vi|+|Va| + V5] <1+ R(3,4) — 1+ R(3,4) — 1 + R(3,3,3) — 1
<2-R(3,4) + R(3,3,3) — 2.

W kazdym kolorowaniu K, ., znajdziemy niebieski trojkat, czerwony trojkat, lub zielony K, co wynika z
wyboru maksymalnego n. Zatem R(3,3,4) <n-+1<2-R(3,4)+ R(3,3,3) — 1. O



