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Zad. 1| Zad. 2 | Zad. 3 | Zad. 4 | SUMA

1. (5p.) Niech G = (V| E) bedzie grafem takim, ze |E| > 0. Wykazaé, ze istnieje taki podzial V.= W U U
(podzial, czyli zbiory W i U sa roztaczne i niepuste), ze

X(GIW]) + x(GU]) = x(G).

Rozwigzanie. Dzigki zalozeniu |E| > 0 mamy, ze x(G) > 1. Niech ¢ : V — [x(G)] bedzie poprawnym
kolorowaniem grafu G. Zdefiniujmy V; := {v € V : ¢(v) = i}.

Pokazemy, ze zbiory W := V; i U := V \ W spelniajg warunki zadania. Poniewaz V) jest niepustym
zbiorem niezaleznym w G, to x(G[W]) = 1. Zbadamy x(G[U]). Kolorowanie ¢ ograniczone do zbioru U
jest poprawnym kolorowaniem grafu G[U]|, wiec x(G[U]) < x(G) — 1. Przypusémy, ze istnieje poprawne
kolorowanie d grafu G[U] na x(G) — 2 kolory. Wtedy funkcja ' : V' — [x(G) — 1] dana wzorem

;o )d(w) dlaveU
40} = {X(G)—l dlaveV\U

jest poprawnym (x(G) — 1)-kolorowaniem grafu G, co jest niedorzecznoscia, a zatem poczynione przypuszcze-
nie, ze x(G[U]) < x(G) — 1 bylo nieuzasadnione. Stad x(G[U]) = x(G) — 1. O
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2. (5p.) Niech s >t > 0. Niech G = (X UY, F) bedzie grafem dwudzielnym (X 1Y sa klasami dwudzielnosci
tego grafu) takim, ze dla kazdego v € X zachodzi degi(v) = s i dla kazdego v € Y zachodzi degg(v) = t.
Wykaz, ze w G jest skojarzenie pokrywajace zbior X.

Rozwigzanie. Skorzystamy 7z twierdzenia Halla. Najpierw wprowadzmy oznaczenie, dla Z C V(G) niech
Ez :={e€ E:enZ # 0}. Zauwazmy, ze zawsze Ey C En(z). Niech teraz S C X. Drzigki dwudzielnosci
grafu mamy |Eg| = > cgdegq(v) = s|S| oraz |En(s)| = X cns dega(v) = tIN(S)[. Dzigki poczynione;
wczedniej obserwacji i zalozeniom zadania mamy

s|S| < HUN(S) < sIN(S)],
co daje S| < |N(9)]. O
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3. (bp.) Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia w ktorej dla kazdego tuku a € A(G) zachodzi ¢(a) = 1. Oznaczmy
przez d odlegtosé od zrédla s do ujscia t, tzn. dlugosé (liczbe krawedzi) najkrotszej skierowanej s-t-§ciezki w
G. Pokazaé, ze dla kazdego przeptywu f zachodzi

[A(G)]
ra

val(f) <

Rozwigzanie. Wiemy z wyktadu, ze dla dowolnego przeptywu f i dowolnego przekroju K zachodzi val(f) <
cap(K). Wystarczy w takim razie, ze pokazemy, ze istnieje przekroj K, taki ze cap(K) < @.

Dla i € {0,...,d — 1} niech D; oznacza zbior wierzchotkow, ktore leza w odleglosci ¢ od s, oraz niech
S; = Uj‘:o D;. Poniewaz dla kazdego ¢ € {0,...,d — 1} mamy s € S; oraz t € S;, mozemy zdefiniowac
rodzine przekrojow K; := (S;,V(G) \ S;). Zauwazmy, ze jesli tuk wv nalezy do przekroju K; dla pewnego
i €{0,...,d— 1}, oznacza to, ze u € D; oraz v € D;;1, a wiec, z definicji zbiorow S;, kazdy tuk moze nalezec
do co najwyzej jednego K.

Jesli wiec zatozymy, ze kazdy przekrdj w G ma przepustowosé wieksza niz @, w szczegolnoscei kazdy z

przekrojow K; ma przepustowosé¢ wieksza niz @. Skoro kazdy tuk ma przepustowos$¢ réwna jeden, oznacza
to, ze dla kazdego i € {0,...,d — 1} zbiér K; zawiera wiecej niz @ lukéw. Skoro za$ istnieje d takich

zbioréw i zaden tuk nie nalezy do wiecej niz jednego z nich, dostajemy, ze

DL a5 a1,

. L. .. .. L. .. |A(G)]|
co prowadzi do sprzecznosci — a wigc istnieje przekroj K taki, ze cap(K) < =77, U
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4. (5p.) Niech G bedzie grafem o n > 3 wierzchotkach i m krawedziach, ktory mozna narysowaé na
plaszczyznie w taki sposob, ze ma on doktadnie £ przecie¢ krawedzi, przy czym zadne trzy krawedzie nie przeci-
naja sie w jednym punkcie (oczywiscie poza ew. wspolnym koricem tych krawedzi). Pokaz, ze m < 3n+k —6.

Rozwigzanie. Rozwazmy rysunek grafu G, o ktorym mowa w tresci zadania. W kazdym punkcie przeciecia
krawedzi dodajmy nowy wierzchotek, otrzymujemy w ten sposob ptaski rysunek pewnego grafu planarnego
G’'. Kazda krawedz G odpowiada pewnej Sciezce w G, $ciezka ta zaczyna sie i konczy wierzchotkiem z G, a
jej wewnetrzne wierzcholki odpowiadaja punktom przeciecia krawedzi. Niech n' i m’ oznaczajg odpowiednio
licze wierzchotkow i liczbe krawedzi grafu G.

Zauwazmy, ze n' = n + k (wierzchotki G’ to wierzcholki G i punkty przeciecia, a tych jest k). Ponadto
m' = m + 2k — dostawienie kazdego wierzchotka w punkcie przeciecia zwieksza liczbe krawedzi o 2. Skoro G’
jest planarny, zachodzi dla niego:

m <3n' —6
m+2k<3n+k)—6
m<3n+k—06

Inna, prostsza wersja rozwigzania, podpatrzona u studentow, ktorzy oddali kolokwium przed czasem.
Ustalmy rysunek grafu G, o ktorym mowa w tresci zadania. Zauwazmy, ze usuwajac co najwyzej k krawedzi
trzymamy graf plaski G”: wystarczy usuna¢ jedna krawedz z kazdego przeciecia (co najwyzej a nie dokladnie
k, bo jedna krawedz moze uczestniczy¢ w wielu przecieciach).

Przez m' oznaczmy liczbe krawedzi grafu G’, oczywiscie ma on n wierzchotkéw. Korzystajac z formuty
Eulera, otrzymujemy ciag nieréwnosci:

m<m +k<3n—6+k.



