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Zad. 1 Zad. 2 Zad. 3 Zad. 4 SUMA

1. (5p.) Niech G = (V,E) b¦dzie grafem takim, »e |E| > 0. Wykaza¢, »e istnieje taki podziaª V = W ∪ U
(podziaª, czyli zbiory W i U s¡ rozª¡czne i niepuste), »e

χ(G[W ]) + χ(G[U ]) = χ(G).

Rozwi¡zanie. Dzi¦ki zaªo»eniu |E| > 0 mamy, »e χ(G) > 1. Niech c : V → [χ(G)] b¦dzie poprawnym
kolorowaniem grafu G. Zde�niujmy Vi := {v ∈ V : c(v) = i}.

Poka»emy, »e zbiory W := V1 i U := V \ W speªniaj¡ warunki zadania. Poniewa» V1 jest niepustym
zbiorem niezale»nym w G, to χ(G[W ]) = 1. Zbadamy χ(G[U ]). Kolorowanie c ograniczone do zbioru U
jest poprawnym kolorowaniem grafu G[U ], wi¦c χ(G[U ]) 6 χ(G) − 1. Przypu±¢my, »e istnieje poprawne
kolorowanie d grafu G[U ] na χ(G)− 2 kolory. Wtedy funkcja d′ : V → [χ(G)− 1] dana wzorem

d′(v) :=

{
d(v) dla v ∈ U
χ(G)− 1 dla v ∈ V \ U

jest poprawnym (χ(G)−1)-kolorowaniem grafu G, co jest niedorzeczno±ci¡, a zatem poczynione przypuszcze-
nie, »e χ(G[U ]) < χ(G)− 1 byªo nieuzasadnione. St¡d χ(G[U ]) = χ(G)− 1. �
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2. (5p.) Niech s > t > 0. Niech G = (X ∪Y,E) b¦dzie grafem dwudzielnym (X i Y s¡ klasami dwudzielno±ci
tego grafu) takim, »e dla ka»dego v ∈ X zachodzi degG(v) = s i dla ka»dego v ∈ Y zachodzi degG(v) = t.
Wyka», »e w G jest skojarzenie pokrywaj¡ce zbiór X.

Rozwi¡zanie. Skorzystamy z twierdzenia Halla. Najpierw wprowad¹my oznaczenie, dla Z ⊆ V (G) niech
EZ := {e ∈ E : e ∩ Z 6= ∅}. Zauwa»my, »e zawsze EZ ⊆ EN(Z). Niech teraz S ⊆ X. Dzi¦ki dwudzielno±ci
grafu mamy |ES| =

∑
v∈S degG(v) = s|S| oraz |EN(S)| =

∑
v∈N(S) degG(v) = t|N(S)|. Dzi¦ki poczynionej

wcze±niej obserwacji i zaªo»eniom zadania mamy

s|S| 6 t|N(S)| 6 s|N(S)|,

co daje |S| 6 |N(S)|. �
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3. (5p.) Niech N = (G, c, s, t) b¦dzie sieci¡ w której dla ka»dego ªuku a ∈ A(G) zachodzi c(a) = 1. Oznaczmy
przez d odlegªo±¢ od ¹ródªa s do uj±cia t, tzn. dªugo±¢ (liczb¦ kraw¦dzi) najkrótszej skierowanej s-t-±cie»ki w
G. Pokaza¢, »e dla ka»dego przepªywu f zachodzi

val(f) ≤ |A(G)|
d

.

Rozwi¡zanie. Wiemy z wykªadu, »e dla dowolnego przepªywu f i dowolnego przekroju K zachodzi val(f) ≤
cap(K). Wystarczy w takim razie, »e poka»emy, »e istnieje przekrój K, taki »e cap(K) ≤ |A(G)|

d
.

Dla i ∈ {0, . . . , d − 1} niech Di oznacza zbiór wierzchoªków, które le»¡ w odlegªo±ci i od s, oraz niech
Si :=

⋃i
j=0Dj. Poniewa» dla ka»dego i ∈ {0, . . . , d − 1} mamy s ∈ Si oraz t 6∈ Si, mo»emy zde�niowa¢

rodzin¦ przekrojów Ki := (Si, V (G) \ Si). Zauwa»my, »e je±li ªuk uv nale»y do przekroju Ki dla pewnego
i ∈ {0, . . . , d− 1}, oznacza to, »e u ∈ Di oraz v ∈ Di+1, a wi¦c, z de�nicji zbiorów Si, ka»dy ªuk mo»e nale»e¢
do co najwy»ej jednego Ki.

Je±li wi¦c zaªo»ymy, »e ka»dy przekrój w G ma przepustowo±¢ wi¦ksz¡ ni» |A(G)|
d

, w szczególno±ci ka»dy z

przekrojów Ki ma przepustowo±¢ wi¦ksz¡ ni» |A(G)|
d

. Skoro ka»dy ªuk ma przepustowo±¢ równ¡ jeden, oznacza

to, »e dla ka»dego i ∈ {0, . . . , d − 1} zbiór Ki zawiera wi¦cej ni» |A(G)|
d

ªuków. Skoro za± istnieje d takich
zbiorów i »aden ªuk nie nale»y do wi¦cej ni» jednego z nich, dostajemy, »e

|A(G)|
d
· d > |A(G)|,

co prowadzi do sprzeczno±ci � a wi¦c istnieje przekrój K taki, »e cap(K) ≤ |A(G)|
d

. �
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4. (5p.) Niech G b¦dzie grafem o n ≥ 3 wierzchoªkach i m kraw¦dziach, który mo»na narysowa¢ na
pªaszczy¹nie w taki sposób, »e ma on dokªadnie k przeci¦¢ kraw¦dzi, przy czym »adne trzy kraw¦dzie nie przeci-
naj¡ si¦ w jednym punkcie (oczywi±cie poza ew. wspólnym ko«cem tych kraw¦dzi). Poka», »e m ≤ 3n+k−6.

Rozwi¡zanie. Rozwa»my rysunek grafu G, o którym mowa w tre±ci zadania. W ka»dym punkcie przeci¦cia
kraw¦dzi dodajmy nowy wierzchoªek, otrzymujemy w ten sposób pªaski rysunek pewnego grafu planarnego
G′. Ka»da kraw¦d¹ G odpowiada pewnej ±cie»ce w G′, ±cie»ka ta zaczyna si¦ i ko«czy wierzchoªkiem z G, a
jej wewn¦trzne wierzchoªki odpowiadaj¡ punktom przeci¦cia kraw¦dzi. Niech n′ i m′ oznaczaj¡ odpowiednio
licz¦ wierzchoªków i liczb¦ kraw¦dzi grafu G′.

Zauwa»my, »e n′ = n + k (wierzchoªki G′ to wierzchoªki G i punkty przeci¦cia, a tych jest k). Ponadto
m′ = m+ 2k � dostawienie ka»dego wierzchoªka w punkcie przeci¦cia zwi¦ksza liczb¦ kraw¦dzi o 2. Skoro G′

jest planarny, zachodzi dla niego:

m′ ≤ 3n′ − 6

m+ 2k ≤ 3(n+ k)− 6

m ≤ 3n+ k − 6

Inna, prostsza wersja rozwi¡zania, podpatrzona u studentów, którzy oddali kolokwium przed czasem.

Ustalmy rysunek grafu G, o którym mowa w tre±ci zadania. Zauwa»my, »e usuwaj¡c co najwy»ej k kraw¦dzi
trzymamy graf pªaski G′: wystarczy usun¡¢ jedn¡ kraw¦d¹ z ka»dego przeci¦cia (co najwy»ej a nie dokªadnie
k, bo jedna kraw¦d¹ mo»e uczestniczy¢ w wielu przeci¦ciach).

Przez m′ oznaczmy liczb¦ kraw¦dzi grafu G′, oczywi±cie ma on n wierzchoªków. Korzystaj¡c z formuªy
Eulera, otrzymujemy ci¡g nierówno±ci:

m ≤ m′ + k ≤ 3n− 6 + k.

�


