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1. (5 p.) Niech k& > 1 i niech G bedzie grafem. Zalézmy, ze V(G) mozna podzieli¢ na roztaczne zbiory
Xl,XQ,Xg takie, ze:

(1) VUEX:;N(U) g Xla

(2.) dla kazdego v € X3 i dla kazdego zbioru S C X takiego, ze |S| = k, jesli S C N(v), to istnieje u € Xy
taki, ze S C N(u).

Pokaz, ze jesli x(G[X1 U Xy)) <k, to x(G) < k.

Przypomnijmy, ze przez N(v) oznaczamy zbior sasiadow wierzchotka v.

Rozwigzanie. Zatozmy, ze x(G[X1UX3]) < ki ustalmy poprawne k-kolorowanie f grafu G[X;UX5]. Pokazemy,
ze mozemy rozszerzy¢ f do poprawnego k-kolorowania grafu G. Niech v € X3. Z (1.) wszyscy sasiedzi v sa
w X1, wiec sa juz pokolorowani przez f. Jesli |f(N(v))| < k — 1, tzn. na sasiadach wierzchotka v wystepuje
co najwyzej k — 1 koloréw, to co najmniej jeden z k koloréw moze by¢ uzyty do pokolorowania v i mozemy
rozszerzy¢ kolorowanie f na wierzchotek v.

Zatozmy wiec, ze sasiedzi v sa pokolorowani co najmniej k& kolorami i niech s1,...,s; € N(v) beda takie,
ze f(s;) =i dlai € [k]. Poniewaz S = {s1,...,s;} spelia |S|=k15 C N(v), to z (2.) istnieje u € X, taki,
ze s; € N(u) dla kazdego i € [k]. To znaczy, ze wierzcholek u sasiaduje z wierzchotkami pokolorowanymi przez
f na k réznych kolorow. Ale wtedy w nie moze by¢ pokolorowany przez f na zaden z k koloréw — sprzecznosé,
bo zatozylismy, ze u € X5 byl juz pokolorowany przez f.

Zatem kazdy wierzchotek v € X3 ma wszystkich sasiadéw pokolorowanych przez f na co najwyzej k — 1
koloréw i mozemy f rozszerzy¢ na kazdy taki wierzchotek. 0
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2. (bp.) Niech G = (X UY, E) bedzie grafem dwudzielnym (o klasach dwudzielnosci X i Y), a M i N dwoma
skojarzeniami w GG. Niech A bedzie podzbiorem zbioru X ztozonym z wierzchotkoéw, ktore pokryte sa przez
skojarzenie M, a B podzbiorem zbioru Y ztozonym z wierzchotkéw, ktore pokryte sa przez skojarzenie V.
Pokaz, ze w G istnieje skojarzenie, ktore pokrywa zbior AU B.

Rozwigzanie. Rozwazmy podgraf H := G[M U N] grafu G indukowany przez krawedzie skojarzeri M i N.
Krawedzie tego podgrafu pokrywaja oczywiscie zbior AU B, ale nie musza stanowi¢ skojarzenia. Wybierzemy
pewien podzbior zbioru krawedzi grafu H, ktory spelni oba stawiane warunki. Jak wiadomo A(H) < 2,
czyli kazda sktadowa grafu H jest Sciezka lub cyklem. Dodatkowo kazdy cykl ma parzysta dlugosé (sa co
najmniej dwa powody ku temu — po pierwsze H skonstruowaliSmy z dwoch skojarzeni, po drugie H jest grafem
dwudzielnym, jako podgraf grafu dwudzielnego).

7 kazdego cyklu wybieramy co drugg krawedz. Ten zbior krawedzi pokrywa ten sam zbiér wierzchotkow,
co caly cykl, a jest juz skojarzeniem. Podobnie ze Sciezki nieparzystej dtugosei (czyli o nieparzystej liczbie
krawedzi) wybieramy co druga krawedz poczynajac od skrajnej — ten zbior krawedzi pokrywa ten sam zbior
wierzchotkéw, co cata Sciezka, a jest skojarzeniem. Do rozwazenia pozostaly Sciezki parzystej dtugosci. Niech
P = (vg,€1,v1,...,Vok_1, €2k, Vox) bedzie sktadowa grafu H. Wierzcholki vy i vg, naleza do tej samej klasy
dwudzielnosci grafu G, bez straty ogoélnosci przyjmijmy, ze vy, vor, € X. Z kolei krawedzie e i eg, pochodza
roznych skojarzen wyjsciowych. Znowu bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze e; € M, a egr, € N. Oznacza to,
ze Vo, & AU B: 7 jednej strony v, ¢ A, bo nie jest konicem zadnej krawedzi ze skojarzenia M, a z drugiej
vor, & B, bo vy, € X. Wtedy zbior krawedzi {ey;—1 : @ € [k]} (co druga, poczynajac od e;) pokrywa te same
wierzchotki ze zbioru AU B, co Sciezka P i jest skojarzeniem.

Szukanym skojarzeniem jest suma skojarzen znalezionych dla poszczegolnych sktadowych grafu H. 0
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3. (5p.) Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia, w ktorej najwiekszy przeplyw ma wartosé z > 0. Dla dowolnego
tuku a € A(G), przez cy+) oznaczmy funkcje, uzyskang z c¢ przez zwigkszenie przepustowosci tuku a o 1
(pozostate przepustowosci pozostaja bez zmian). Podobnie, przez cj,-| oznaczmy funkcje, uzyskana z ¢ przez
zmniejszenie przepustowosci tuku a o 1 (pozostale przepustowosci pozostaja bez zmian).

Niech A" bedzie zbiorem tych tukow a, dla ktérych najwiekszy przepltyw w sieci (G, cjo+1, 5, t) ma wartosé
wieksza niz z. Niech A~ bedzie zbiorem tych tukéw a, dla ktérych najwiekszy przeptyw w sieci (G, o), 5, 1)
ma warto$¢ mniejsza niz z.

Udowodnij lub obal ponizsze stwierdzenia.

1. Dla kazdej sieci N, spelniajacej zalozenia, zbior AT jest niepusty.

2. Dla kazdej sieci N, spelniajacej zalozenia, zbior A~ jest niepusty.

Rozwigzanie. Najpierw pokazmy, ze zdanie 1. jest nieprawdziwe. Rozwazmy sie¢ jak na rysunku ponizej
(liczby oznaczaja przepustowosci krawedzi). Najwiekszy przeplyw w tej sieci ma wartosé 1. Po zwiekszeniu
przepustowosci dowolnego tuku o 1, najwickszy przeptyw nadal bedzie mial wartosé 1.

O O O]

Teraz pokazemy, ze zdanie 2. jest prawdziwe. Niech f bedzie najwickszym przeptywem w N, a K = (5, .5)
bedzie najmniejszym przekrojem. Z tw. Forda-Fulkersona wiemy, ze val f = cap K, a poniewaz val f = z > 0,
wnioskujemy, ze w K musi istnie¢ krawedz o dodatniej przepustowosci. Wezmy taka krawedz a. Pokazemy,
zea€ A,

Rozwazmy sie¢ N’ = (G, ¢y, 8,t). Zwroémy uwage, ze zbior krawedzi K = (S, S) jest przekrojem w
sieci N’ i jego przepustowos¢ wynosi » e ca-1(€) = D . cpcle) =1 =capK — 1 = z — 1. Zatem, stosujac
twierdzenie Forda-Fulkersona dla sieci N', otrzymujemy, ze najwiekszy przeplyw w tej sieci ma wartosé co
najwyzej z — 1. Oznacza to, ze a € A™. O
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4. (5p.) Niech G i Gy beda spojnymi grafami, kazdy o co najmniej trzech wierzchotkach. Pokaz, ze Gi O Gs
jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych ¢, m, k > 3, spelniony jest jeden z ponizszych warunkow:
(i) G4 = P, oraz Gy = Py, (czyli G i G sa $ciezkami),
(ii) {G1,G2} ={PF;, Cx} (czyli jeden z nich jest Sciezka, a drugi cyklem).

Przypomnijmy, ze dla graféw G, i G5 ich iloczyn G O G5 definiujemy nastepujaco:

V(G O Gy) =V (Gy) x V(Gs),
E(G, O Gy) :{(vl,vg)(ul,ug) \ (vl = u; 1 vous € E(Gg)) lub (v1u1 € E(Gy)ivy = UQ)}

Rozwigzanie. Najpierw pokazemy, ze grafy P, U P,,, P, O Cy oraz C; [ P, mozna narysowa¢ w sposob
planarny. Istotnie, oznaczmy przez ai,...,a; i by,...,b,,, odpowiednio, kolejne wierzchotki Sciezek P, i P,
oraz przez cy, . . ., ¢x kolejne wierzchotki cyklu C. Na rysunku ponizej po lewej stronie przedstawiono P, [ P,,,
a po prawej P, O Cy, (ktory, jak wiemy z ¢wiczen, jest izomorficzny z Cy, O B,).

fu k) (o,0x)

(ah) (anb) [CH9) (a-4b,) (ae.c()

(ac.cs)

Zeby pokaza¢ implikacje w druga strone, zatézmy, ze G i Gy sa takie, ze zaden z warunkow (i), (ii) nie

zachodzi. Oznacza to, ze grafy G i Go nie sa (jednoczesnie) Sciezkami oraz ze jesli jeden z nich jest $ciezka,
to drugi nie moze by¢ cyklem. Chcemy pokazaé¢, ze G; [J G5 nie jest planarny.
Przypadek 1: Jeden z graféow G, lub G5 nie jest
Sciezka ani cyklem, bez utraty ogoélnosci zalozmy,
ze tym grafem jest G;. Skoro tak, a przy tym
jest spojny, to G; musi zawiera¢ wierzchotek stop-
nia co najmniej 3. Oznaczmy taki wierzchotek przez
v, a jego trzech roéznych sasiadow przez xq,xs 1 x3.
Graf GG, jest spojnym grafem o co najmniej 3 wierz-
chotkach, zawiera wiec wierzchotki aq, as i ag, ktore
tworza (niekoniecznie indukowana) Sciezke o trzech
wierzchotkach. Zauwazmy, ze G; [ G5 zawiera pod-
graf przedstawiony na rysunku obok (lewy rysunek),
w ktorym znajdziemy podpodzial K33 (prawy ry-
sunek). Zatem graf ten nie jest planarny.

(ag,Xa)
(Oz,Y\)

(aq, X,)

Przypadek 2: G, jest $ciezka lub cyklem oraz Go jest Sciezka lub cyklem. Poniewaz zaden z warunkow (i),
(ii) nie zachodzi, pozostaje nam do rozwazenia mozliwos¢, ze zaréwno G jak i Go sa cyklami. Jednak wiemy
z ¢wiczen (zadanie 8.1. d)), ze iloczyn dwoch cykli nie jest grafem planarnym, co konczy dowod. O



