MDI2 Zestaw 1: SPOJNOSC

1.1 (&) Pokaz, ze kazdy graf spojny o co najmniej trzech wierzchotkach zawiera co najmniej dwa

wierzchotki, ktérych usuniecie nie powoduje rozspdjnienia grafu.

1.2 Pokaz, ze w kazdym grafie spojnym kazde dwie §ciezki maksymalnej dlugosci maja wspolny wierz-
chotek.

1.3 (&) Pokaz, ze C(G)+m > n dla dowolnego grafu G = (V, E), gdzie C(G) oznacza liczbe sktadowych
grafu G oraz n = |V(G)| i m = |E(G)|.

1.4 (&F) Pokaz, ze jesli kazdy wierzchotek w grafie spojnym G ma stopieni parzysty, to G nie ma krawedzi

rozcinajacych.
1.5 Pokaz, ze jesli graf G jest k-regularny (k > 2) i dwudzielny, to G' nie ma mostow.

1.6 (%) Niech d; < dy < ... < d, bedzie ciggiem stopni wierzchotkéw w grafie G. Pokaz, ze jesli dy > k
dla kazdego k < n —d, — 1, to G jest spojny.

1.7 Pokaz, ze jesli G jest dwuspojny, to dla kazdych dwoch jego wierzchotkéw istnieje cykl zawierajacy

te wierzchotki.

1.8 (X) Graf nazwiemy bispdjnym, jesli jest 2-spojny lub jest izomorficzny z K,. Blokiem w grafie
G = (V, E) nazywamy kazdy maksymalny podgraf bispojny. Niech B bedzie zbiorem blokow grafu
G, a C zbiorem jego wierzcholtkow rozcinajacych. Zdefiniujmy graf dwudzielny Gp := (BUC, F),
gdzie
F:={bw:be BANveCAveV(b)}.

Graf G g nazywany jest grafem blokowym grafu G. Wykaz, ze graf blokowy dowolnego grafu spéjnego

G jest drzewem.
1.9 Pokaz, ze jesli graf G jest 3-regularny, to x(G) = &'(G).

1.10 Pokaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych a < b < ¢ istnieje graf G taki, ze k(G) = a, K'(G) = b,
i(G) =c.

1.11 Pokaz, ze w grafie spojnym jesli 6(G) > n — 2, to k(G) = 0(G). Znalezé taki graf G, dla ktorego
d(G) =n —3oraz k(G) < 0(G).

1.12 Pokaz, ze jesli G nie jest grafem pelnym i 6(G) > =2 to £(G) > k.

1.13 Pokaz, ze jesli 0(G) > | 5], to #/(G) = 6(G). Znalez¢ taki spojny graf G, dla ktorego 6(G) = |5 —1
oraz K'(G) < §(G).

1.14 Niech U C V(Q) oraz z € V(G) — U. Wtedy « — U-wachlarzem nazywamy |U| niezaleznych
x — U drog (tj. drog taczacych wierzchotek x z wierzchotkami zbioru U, ktérych jedynym punktem
wspolnym jest wierzchotek z). Pokaz, ze G jest k-spojny wtedy i tylko wtedy gdy |G| > k + 1 oraz
dla kazdego U C V(G) licznosci k i dla kazdego = € V(G) — U istnieje © — U wachlarz.



1.15 (#8) Pokaz, ze jesli G jest k-spojny (k > 2), to dla kazdych k jego wierzchotkéw istnieje cykl

zawierajacy te wierzchotki.

1.16 (%) Zbiorem dominujgcym w grafie G nazywamy taki zbiér X wierzchotkow, ze kazdy wierzchotek
z V(G) \ X ma sasiada w X.
Pokaz, ze jesli E' C E(Q) jest krawedziowym zbiorem rozcinajacym i G ma zbioér dominujacy, ktory
nie przecina jakiejs skltadowej G — E', to |E'| > 0(G).

Zadanie bez numerka: Pokaz, ze graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera cykli

nieparzystej dtugosci.



