MDI 2 Zestaw 5: KOLOROWANIE WIERZCHOLKOWE
5.1 (&) Niech a(G) oznacza licznosé najwickszego zbioru niezaleznego w G. Pokaz, ze n < o(G)x(G).
5.2 Jaka jest liczba chromatyczna grafu otrzymanego z grafu pelnego K,, przez wyrzucenie
a) jednej krawedzi,
b) dwoch krawedzi,
c¢) trzech krawedzi tworzacych trojkat?
5.3 Niech G, := (Zy, E,,), gdzie E,, ;= {uww:u=v+1Vu=0v+2}. Wyznacz x(G,).
5.4 Dla pewnego grafu G = (V| E) i pewnego zbioru V' C V konstruujemy graf

G =V, EU{(u,w) :ueV weV -V}).

Wykaz, ze wowczas x(G') < 2 - x(G).

5.5 Kostkq d-wymiarowg nazywamy graf ()4, ktorego wierzchotkami sa wszystkie d-elementowe ciggi
binarne, (ai,as,...,aq) sasiaduje z (by, by, ..., by) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje doktadnie
jedno i, ze a; # b;. Jaka jest liczba chromatyczna Qg7

5.6 Pokaz, ze a) x(GOH) < x(G) - x(H) b)®8) x(GOH) = max{x(G), x(H)}.

5.7 Niech (dy, .., d,) bedzie ciagiem stopni wierzchotkow G. Pokaz, ze x(G) < ie%?.},in} min{d; +1,}.

5.8 (&) Pokaz, ze jesli G jest spojny i 6(G) < A(G), to x(G) < A(G). Czy mozna pominac zalozenie
0 spojnosci?

5.9 Udowodnij twierdzenie Szekeresa-Wilfa: x(G) < max {6(H) + 1}.
H C G indukowany

5.10 Pokaza¢, ze jesli graf G jest pokolorowany wtasciwie na x(G) kolorow, to w kazdym kolorze
istnieje wierzcholek stopnia co najmniej y(G) — 1.
5.11 Pokaz, ze
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a)x(G)x(G)
X

)x(G) + x( n+1, Dx(G)x(G) < (n+1)%/4.

5.12 Pokaz, ze kazdy graf krytyczny jest bispdjny.

5.13 Pokaz, ze w grafie krytycznym nie ma zbioru rozcinajacego, ktory jest klika.

5.14 Scharakteryzuj wszystkie grafy 3-krytyczne.

5.15 Pokaz, ze dla kazdego grafu istnieje ustawienie jego wierzchotkow w ciag, dla ktorego algorytm
zachtanny pokoloruje graf optymalnie.

5.16 Algorytm Largest First: Najpierw uporzadkuj wierzchotki wedtug stopni, od najwickszego.
Nastepnie pokoloruj graf zachtannie, rozpatrujac wierzchotki w tej kolejnosci. Pokaz, ze dla
zadnego c algorytm Largest First nie jest c-aproksymacyjny, nawet jesli graf wejéciowy jest
drzewem.

5.17 Algorytm Smallest Last: Skonstruuj permutacje wierzchotkéw w nastepujacy sposéb: znajdz
wierzchotek najnizszego stopnia w grafie GG, usun go i wstaw na koniec ciagu. Powtarzamy ten
krok, dopoki w grafie sg jeszcze wierzchotki. Nastepnie odwroé otrzymana permutacje i pokoloruj
graf zachtannie, rozpatrujac wierzchotki zgodnie z podana kolejnoscia.

a) pokaz, ze algorytm Smallest Last optymalnie koloruje drzewa,

b) pokaz, ze algorytm Smallest Last nie jest algorytmem optymalnym.



