MDI 2 Zestaw 6: SKOJARZENIA

6.1 Magik prezentuje nastepujaca sztuczke. Widz dowolnie wybiera ze standardowej talii kart (52
karty) pie¢ z nich i pokazuje je asystentce magika. Asystentka wybiera sposrod tych pieciu kart
cztery i pokazuje je pojedynczo magikowi. Nastepnie magik bezbtednie odgaduje, jaka jest piata
karta wybrana przez widza. Czy to czary?

6.2 Pokaz, ze jesli G jest grafem dwudzielnym o klasach X i Y, to maksymalna liczba krawedzi sko-
jarzenia wynosi min 4  x (|X — A| + |N(A)]), gdzie N(A) oznacza zbior sgsiadow w G wierz-
chotkow nalezgcych do A (twierdzenie Koniga-Egervary’ego).

6.3 Klaster obliczeniowy ma pewna liczbe k-rdzeniowych procesoréw. Chcemy wykonaé program
rownolegly, sktadajacy sie z niezaleznych od siebie procesow. Nie kazdy proces moze by¢ wykony-
wany przez kazdy procesor, ale wszystkie rdzenie nalezace do jednego procesora moga wykonywaé
te same procesy. Sformutuj warunek konieczny i wystarczajacy na to, by kazdy proces dalo sie
przypisa¢ do innego rdzenia (nie kazdy procesor musi by¢ wykorzystany).

6.4 Udowodnij twierdzenie Koniga: Jesli G jest dwudzielny, to x'(G) = A(G). Podpowiedz:

(a) Pokaz, ze graf dwudzielny regularny ma skojarzenie doskonatle.
(b) Pokaz, ze graf dwudzielny G jest podgrafem pewnego A(G)-regularnego grafu dwudzielnego.

6.5 Udowodnij, ze kazdy prostokat tacinski mozna rozszerzy¢ do kwadratu taciriskiego (macierz
wymiaru n X m o wyrazach ze zbioru {1,2,...,m} jest prostokatem taciriskim, jesli w zadnej
kolumnie ani wierszu nie powtarza sie zaden wyraz).

6.6 Wykaz, ze prostokat taciriski n X m mozna rozszerzy¢ na co najmniej (m — n)! sposobéw. Znajdz
dolne ograniczenie na liczbe kwadratow taciniskich m x m.

6.7 (%) Przypusémy, ze warunek Halla jest spelniony i ze kazda z m dziewczat akceptuje przyna-
jmniej t kawalerow. Udowodnij, ze malzenstwa moga by¢ skojarzone na t! sposobéw gdy ¢t < m
ina t!/(t —m)! sposobow gdy t > m (tw. Halla, zbieznos¢ nazwisk przypadkowa).

6.8 Popraw dolne ograniczenie na liczbe kwadratow tacinskich, korzystajac z zadania 6.7.

6.9 Pokaz, ze w dowolnej grupie m panien i n kawalerow istnieje k£ panien, ktérym mozna znalezé
mezow wtedy i tylko wtedy, gdy dowolny podzbiér S panien akceptuje tacznie przynajmnie;
|S| + k& — m kawalerow.

6.10 (&) Czy istnieja systemy roznych reprezentantow dla rodzin zbiorow
a) {1,2,3},{1,2,3,4,5},{4,5,6},{1,2},{1},{2, 3},

b) {1,3,4,6},{2,3},{1,3},{1,2,5},{4,6},{4,5,6},
c) {1,2,4},{2,3,6},{3,4,5},{1,6},{2,3}7

6.11 Dla danego Jy C {1,2,...,n}, Jo # 0 podaj przyktad ciagu (A, A, ..., A,), A; € {1,2,...,n},

ktory nie ma systemu réznych reprezentantéow, lecz spetniony jest warunek
I A Jo Ujes 45| 2 11,

6.12 Pokaz, ze warunek Halla dla ciagu (A;, As,...A,) podzbioréw zbioru X jest réwnowazny
warunkowi: dla kazdego Y C X zachodzi [{i: A, CY}| < |Y].

6.13 Zmodyfikuj algorytm Edmondsa (algorytm z wyktadu), aby znajdowal najliczniejsze skojarzenie

w grafie dwudzielnym G.
6.14 (%) Zaprojektuj wielomianowy algorytm 2-aproksymacyjny dla problemu znajdowania najm-

niejszego maksymalnego skojarzenia w grafie.



