MDI 2 Zestaw 7: PRZEPLYWY W SIECIACH
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Udowodnij Lemat 2: Dla dowolnego przeptywu f w N i dowolnego przekroju (S, V'\ S) zachodzi
val f = £+(8) — [(S).
(&%) Udowodnij Obserwacje 5: Niech f bedzie przeptywem, a P Sciezka f-powickszajaca. Zdefini-
ujmy:
fla)+7(P) jesli a jest tukiem na P skierowanym w przod,
J/c\: f(a) —r(P) jesli a jest tukiem na P skierowanym w tyt,

f(a) jesli a nie nalezy do P.

Pokaz, ze f jest przeptywem i Valf: val f 4+ r(P).

Zaproponuj algorytm znajdowania maksymalnego przeptywu w sieci z wieloma Zrédtami i wieloma
ujéciami. Przeptyw w takiej sieci definiujemy analogicznie do sieci z jednym zZrodlem i jednym ujs-
ciem. Jesli S jest zbiorem zrodet i T jest zbiorem ujs¢, to dla kazdego v ¢ SUT funkcja przepltywu
spetnia prawo Kirchhoffa, a wartos¢ przeptywu f wynosi fT(S) — f=(S) = f(T) — fH(7T)
(dlaczego zachodzi réwnosc?).

Niech N = (G, ¢, s,t) bedzie siecia. Niech p: V(G) \ {s,t} — [0,+00) bedzie przepustowos-
cig wierzchotkowq. Zaproponuj algorytm znajdowania maksymalnego przeptywu f w sieci N z
dodatkowym zalozeniem, ze dla kazdego wierzchotka v ¢ {s,t} zachodzi f*(v) < p(v).

Niech G = (V, A) bedzie grafem skierowanym.

a) Dla kazdego wierzcholka v € V' dana jest liczba catkowita d(v) (zwroéémy uwage, ze d(v) moze
by¢ dodatnie, ujemne, lub réwne 0). Cyrkulacjg nazywamy dowolng funkcje f : A — [0, 00), ktora
dla kazdego wierzchotka v spetnia warunek d(v) = f*(v) — f~(v). Pokaz, ze problem istnienia
cyrkulacji mozna sprowadzi¢ do problemu znajdowania najwiekszego przeptywu w grafie.

b) Dane sa dwie funkcje ¢,¢ : A — N, takie, ze dla kazdego a € A mamy ¢(a) < c(a). Tym
razem szukamy funkcji f : A — N, ktora dla kazdego wierzchotka spetnia warunek Kirchhoffa,
a dla kazdego tuku a zachodzi ¢(u) < f(u) < c(a). Znajdz algorytm, ktory stwierdza, czy taki
wariant cyrkulacji istnieje.

Podpowiedz: Sprowadz problem do szukania najwiekszego przeptywu w odpowiedniej sieci.

¢) Zaadaptuj sieci z punktow a) i b), aby szuka¢ cyrkulacji, ktora jednoczesnie spelnia wymagania
wierzchotkow (czyli funkcje d), jak i ograniczenia na tuki (funkcje £ 1 c¢).

Warianty twierdzenia Mengera.

a) Niech G bedzie grafem skierowanym, a x,y jego réznymi wierzchotkami. Przez z-y-ciecie
mamy na my$li zbiér krawedzi, ktorych usuniecie sprawi, ze grafie nie bedzie zadnej skierowanej
Sciezki o poczatku w x i koricu w y. Pokaz, ze w grafie skierowanym rozmiar najmniejszego
x-y-ciecia réwna sie najwiekszej liczbie krawedziowo roztacznych x-y-Sciezek.

b) Zaproponuj algorytm wyznaczania najwiekszej liczby krawedziowo roztacznych z-y-Sciezek w
grafie skierowanym.

c¢) Zaproponuj algorytm wyznaczania spojnosci krawedziowej grafu nieskierowanego.

d) Jak wyznacza¢ sp6jnosé wierzchotkowa?

(%) Pokryciem wierzcholtkowym w grafie nazywamy zbioér wierzchotkow, ktory zawiera co na-

jmniej jeden koniec kazdej krawedzi. Sprowadzajac do problemu znajdowania maksymalnego



przeptywu w sieci pokazaé, ze w dowolnym grafie dwudzielnym rozmiar najwiekszego skojarzenia
rowna sie rozmiarowi najmniejszego pokrycia wierzchotkowego.

7.8 (%) Pojecie przeptywéw w sieciach mozna w naturalny sposob rozszerzyé¢ na sieci, w ktorych
fukcja przepustowosci przyjmuje dowolne wartosci rzeczywiste dodatnie. Pokaz, ze algorytm
Forda-Fulkersona nie zadziata dla takich sieci.

Wskazowka: Skorzystaj z sieci ponizej, r = (v/5 — 1)/2, zauwaz, ze r> = 1 —r.




