MDI 2 Zestaw 8: PLANARNOSC

8.1 Czy graf a) Petersena b) C3,, ¢) C3,.,, d) Cy, O Cy jest planarny?

8.2 Graf planarny (prosty, bez petli i wielokrotnych krawedzi) nazywamy maksymalnym, jesli dotoze-
nie do niego dowolnej krawedzi sprawi, ze przestanie on by¢ planarny. Triangulacja to graf
planarny taki, ze w kazdej jego ptaskiej reprezentacji kazda Sciana — takze zewnetrzna — jest
ograniczona trzema krawedziami (jest trojkatem). Pokaz, ze graf spojny jest maksymalnym
grafem planarnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest triangulacja.

8.3 a) Pokaz, ze kazdy graf mozna zanurzy¢ w R?, aby zadne dwie krawedzie nie przecinaly sie.

b) Pokaz, ze da sie to zrobi¢ tak, aby kazdy wierzcholek byl punktem o wspolrzednych catkow-
itych, a krawedzie byty odcinkami.

8.4 (%) Pokaz, ze aby zareprezentowa¢ kazdy graf o n wierzchotkach w taki sposob, jak w zadaniu
6.3 b), potrzebujemy siatki rozmiaru 2(n) x Q(n) x Q(n).

8.5 Pokaz, ze jesli zbior krawedzi C' indukuje cykl w grafie ptaskim G, to C*, czyli zbiér krawedzi w
G* odpowiadajgcych krawedziom z C| jest krawedziowym zbiorem rozcinajacym w G*.
Dlaczego implikacja w druga strone nie zachodzi i co trzeba zmienié¢, zeby zachodzita?

8.6 Pokaz, ze jesli G jest spojnym multigrafem ptaskim, to G jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy,
gdy G* jest eulerowski.

8.7 Dla jakich n graf @, jest plaski? (Graf @, to iloczyn n kopii grafu K5)

8.8 Talig w grafie nazywamy dtugos$¢ najkrotszego cyklu. Jesli graf jest lasem, przyjmujemy, ze jego
talia jest nieskoriczona. Pokaz, ze jesli w multigrafie ptaskim o n wierzchotkach talia jest rowna

k(n—2)
8.9 Ptlaska reprezentacja multigrafu jest samodualna jezeli jest izomorficzna ze swoim multigrafem
dualnym. Pokaz, ze
a) jezeli G jest samodualny to |E(G)| = 2|V (G)| — 2,

b) dla kazdego n > 4 znalez¢ przyktad grafu samodualnego o n wierzchotkach.

8.10 Niech ¢(G) oznacza grubosé grafu prostego G: ¢(G) = ming{ istnieje k grafow prostych Hy, Hs, . ..

takich, ze E(G) = E(H,)U E(Hy)U...U E(Hy) oraz Hy,... Hy sa planarne }.
Pokaz, ze t(G) > [%W

8.11 Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach i 3n — 6 + k krawedziach (k > 0). Pokaz, ze grafu G
nie da sie narysowa¢ z mniej niz k parami przecinajacych sie krawedzi.

8.12 Pokaz, 7e jesli |V (G)| > 11, to G lub G nie jest grafem planarnym.

8.13 (%) Graf nazywamy zewnetrznie planarnym, jesli ma rysunek plaski, w ktorym kazdy wierz-
cholek jest incydentny ze $ciana zewnetrzna. Scharakteryzuj grafy zewnetrznie planarne (czyli
udowodnij analog twierdzenia Kuratowskiego dla tych grafow).

8.14 Udowodnij (bez korzystania z twierdzenia o czterech kolorach) twierdzenie o czterech kolorach
dla ubogich: Dla dowolnego utozenia jednakowych monet na ptaszczyznie definiujemy graf: wierz-
chotkami tego grafu sa monety, miedzy dwoma wierzchotkami jest krawedz gdy odpowiadajace
im monety sie stykaja. Wykazaé, ze liczba chromatyczna takiego grafu nie przekracza 4 oraz ze
to ograniczenie jest osiggalne.

8.15 Udowodnij, (bez korzystania z twierdzenia o czterech kolorach) ze jesli planarny graf G nie

zawiera trojkata, to x(G) < 4.



8.16 (%) Na plaszczyznie zaznaczono p punktéw dowolnie, ale tak, ze zadne trzy nie sa wspotliniowe.
Nastepnie potaczono te punkty odcinkami, taczac kazdy z kazdym. Jaka jest najwieksza liczba

region6éw, na ktére mozna w ten sposob podzieli¢ ptaszczyzne?



