
De�nicje, twierdzenia, wzory.
G jest grafem o zbiorze wierzchoªków V i zbiorze kraw¦dzi E. Oznaczamy
n := |V | i m := |E|.

Spójno±¢.
Def. Graf jest spójny, je±li dla dowolnych dwóch wierzchoªków u, v ist-
nieje u-v-±cie»ka.
Def. Graf jest k-spójny, je±li |G| > k i dla ka»dego V ′ ⊆ V , |V ′| < k graf
G− V ′ jest spójny.
Def. Spójno±¢ wierzchoªkowa, ozn. κ(G) � najwi¦ksze k, dla którego
graf jest k-spójny.
Def. Graf jest k-spójny kraw¦dziowo, je±li |E| > 0 i dla ka»degoX ⊆ E,
|X| < k graf G−X jest spójny.
Def. Spójno±¢ kraw¦dziowa, ozn. κ′(G) � najwi¦ksze k, dla którego
graf jest kraw¦dziowo k-spójny.
Nierówno±¢ Whitneya. κ(G) ≤ κ′(G) ≤ δ(G).
Tw. Mengera 1. Dla dowolnych A,B ⊆ V , niech k b¦dzie rozmiarem
najmniejszego A-B-separatora. W G istnieje k rozª¡cznych A−B ±cie»ek.
Tw. Mengera 2. Graf G jest k-spójny wtw. gdy dla ka»dej pary wierz-
choªków u, v istnieje k wewn¦trznie rozª¡cznych u-v ±cie»ek.
Tw. Mengera 3. Graf G jest k-spójny wtw. gdy dla ka»dego x ∈ V
i U ∈ V \ {x}, |U | = k, istnieje x-U -wachlarz, czyli k wew. rozª¡cznych
±cie»ek o pocz¡tku w x i ko«cach w ró»nych wierzchoªkach z U .

Obwód Eulera.
Tw. Eulera (wersja z obwodem). Graf spójny ma obwód Eulera wtw.
gdy ka»dy wierzchoªek ma stopie« parzysty.
Tw. Eulera (wersja z drog¡). Graf spójny ma drog¦ Eulera wtw. gdy
liczba wierzchoªków stopnia nieparzystego jest mniejsza lub równa 2.

Cykl Hamiltona.
Warunek konieczny. Je±li G ma cykl Hamiltona, to dla ka»dego S ⊆ V ,
S 6= ∅ graf G− S ma co najwy»ej |S| spójnych skªadowych.
Tw. Diraca (warunek dostateczny). Je±li G jest prosty i n ≥ 3 oraz
dla ka»dego v ∈ V zachodzi deg(v) ≥ n

2
, to G jest hamiltonowski.

Tw. Orego (warunek dostateczny). Je±li G jest prosty i n ≥ 3 oraz
dla ka»dych u, v takich, »e uv /∈ E, zachodzi deg(u) + deg(v) ≥ n, to G
jest hamiltonowski.

Kolorowanie kraw¦dzi.
Tw. Vizinga. ∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

Kolorowanie wierzchoªków.
Def. Zbiór niezale»ny � zbiór wierzchoªków takich, »e »adne dwa nie s¡
poª¡czone kraw¦dzi¡.
Def. Graf G jest krytyczny, je±li dla ka»dego jego wªa±ciwiego podgrafu
H zachodzi χ(H) < χ(G). Graf jest k-krytyczny, je±li jest krytyczny i
χ(G) = k.
Lemat. Je±li G jest k-krytyczny, to δ(G) ≥ k − 1.
Tw. χ(G) ≤ ∆(G) + 1 (algorytm zachªanny).
Tw. Brooksa Je±li graf spójny G nie jest nieparzystym cyklem ani grafem
peªnym, to χ(G) ≤ ∆(G).
Tw Mycielskiego. Dla ka»dego k istnieje graf Gk bez trójk¡tów taki, »e
χ(Gk) = k.
Def. Tali¡ grafu nazywamy dªugo±¢ najkrótszego cyklu w tym gra�e.
Tw. Erd®sa Dla dowolnych k, ` ∈ N istnieje graf G taki, »e χ(G) ≥ k i
talia grafu G jest co najmniej `.

Skojarzenia.
Def. Skojarzeniem nazywamy zbiór rozª¡cznych kraw¦dzi grafu.
Skojarzeniem maksymalnym nazywamy skojarzenie, które nie jest
podzbiorem »adnego innego skojarzenia. Skojarzeniem najwi¦kszym
nazywamy najliczniejsze skojarzenie. Skojarzeniem doskonaªym nazy-
wamy skojarzenie, które pokrywa ka»dy wierzchoªek.
Def. �cie»k¡ naprzemienn¡ wzgl¦dem skojarzenia M nazywamy
±cie»k¦, której kraw¦dzie na przemian nale»¡ i nie nale»¡ doM . �cie»ka jest
powi¦kszaj¡ca wzgl¦dem skojarzenia M , je±li jest naprzemienna wzgl¦-
dem M oraz zaczyna i ko«czy si¦ w wierzchoªku niepokrytym przez M .
Tw. Berge'a. Skojarzenie M jest najwi¦ksze wtw, gdy nie ma ±cie»ki

powi¦kszaj¡cej wzgl¦dem M .
Tw. Halla. Niech G b¦dzie grafem dwudzielnym o klasach dwudzielno±ci
X,Y . W G istnieje skojarzenie pokrywaj¡ce X wtw, gdy dla ka»dego
X′ ⊆ X zachodzi |N(X′)| ≥ |X′|.

Sieci i przepªywy.
Niech N = (G, c, s, t) b¦dzie sieci¡, G = (V,A). Dla funkcji f : A → R≥0

de�niujemy:
• Dla v ∈ V : f+(v) :=

∑
u:vu∈A f(vu) i f−(v) :=

∑
u:uv∈A f(uv)

• Dla S ⊆ V : f+(S) :=
∑

uv∈A
u∈S
v/∈S

f(uv) i f−(S) :=
∑

vu∈A
u∈S
v/∈S

f(vu)

Def. Funkcj¦ f : A → R≥0 nazywamy przepªywem, je±li dla ka»dego
a ∈ A zachodzi f(a) ≤ c(a) oraz dla ka»dego v ∈ V \ {s, t} zachodzi
f+(v) = f−(v).
Def. Warto±¢ przepªywu f to val f := f+(s)− f−(s).
Fakt. f+(s)− f−(s) = f−(t)− f+(t).
Def. Dla dowolnego S ⊆ V takiego, »e s ∈ S i t ∈ S := V \S, przekrojem
(S, S) nazywamy zbiór kraw¦dzi o pocz¡tku w S i ko«cu w S. Przepus-
towo±ci¡ przekroju K = (S, S) nazywamy cap K :=

∑
a∈K c(a).

Lemat. Dla dowolnego przepªywu f i dowolnego przekroju
(
S, S

)
za-

chodzi val f = f+(S)− f−(S).
Tw. Dla dowolnego przepªywu f i dowolnego przekroju K zachodzi
val f ≤ capK.
Def. Dla ±cie»ki P (niekoniecznie skierowanej), przepªywu f i ªuku a z P
de�nujemy:

r(a) =

{
c(a)− f(a) je±li a jest kraw¦dzi¡ w przód,

f(a) je±li a jest kraw¦dzi¡ w tyª.
Dla ±cie»ki P de�niujemy r(P ) := min

a - ªuk P
r(a).

�cie»ka P jest powi¦kszaj¡ca je±li jest s-t ±cie»k¡ i r(P ) > 0. Wówczas
mo»na zde�niowa¢ przepªyw f̂(a) jako:

f̂(a) =


f(a) + r(P ), je±li a ∈ A(P ) jest ªukiem w przód,

f(a)− r(P ), je±li a ∈ A(P ) jest ªukiem w tyª

f(a), je±li a /∈ A(P ).
Tw. Forda-Fulkersona. Przepªyw f jest najwi¦kszy wtw. gdy nie ma
±cie»ki powi¦kszaj¡cej.
Wniosek Je±li f∗ jest najwi¦kszym przepªywem, a K̃ najmniejszym
przekrojem, to cap K̃ = val f∗.

Planarno±¢.
Tw. Kuratowskiego. Graf G jest planarny wtw. gdy nie zawiera pod-
podziaªu K3,3 lub K5.
Tw. Dla grafu pªaskiego G zachodzi

∑
f∈F (G) degG f = 2m, gdzie przez

F (G) oznaczamy zbiór regionów (±cian) grafu pªaskiego G.
Formuªa Eulera. Dla spójnego grafu pªaskiego G zachodzi n − m +
|F (G)| = 2.
Lemat. Dla prostego grafu planarnego G o n ≥ 3 wierzchoªkach i talii k
zachodzi m ≤ k(n− 2)/(k − 2).
Wniosek. Dla prostego grafu planarnego G o n ≥ 3 wierzchoªkach za-
chodzi m ≤ 3n− 6.
Wniosek. Ka»dy graf planarny ma wierzchoªek stopnia co najwy»ej 5.
Tw. Heawooda. Je±li G jest planarny, to χ(G) ≤ 5.
Tw. o czterech kolorach. Je±li G jest planarny, to χ(G) ≤ 4.
Def. Dla grafu pªaskiego G, jego grafem dualnym G∗ nazywamy graf,
którego wierzchoªkami s¡ regiony G i istnieje bijekcja mi¦dzy E(G∗) a
E(G): kraw¦d¹ e∗ ª¡czy dwa wierzchoªki f1, f2 w G∗ wtw, gdy odpowiada-
j¡ca jej kraw¦d¹ e z G jest incydentna z f1 i f2.

Teoria Ramseya.
Def. Liczba Ramseya, ozn. R(t), to najmniejsze n takie, »e przy dowol-
nym dwukolorowaniu kraw¦dzi Kn znajdziemy jednokolorow¡ kopi¦ Kt.
Przez R(s, t) oznaczamy najmniejsze n takie, »e przy dowolnym kolorowa-
niu Kn na czerwono i niebiesko znajdziemy czerwon¡ kopi¦ Ks lub
niebiesk¡ Kt.
Tw. Ramseya (Erd®sa-Szekeresa). Dla ka»dego t zachodzi R(t) ≤ 4t.
Tw. Erd®sa. Dla t ≥ 3 zachodziR(t) > 2t/2.
Tw. Dla s, t > 1 zachodzi R(s, t) ≤ R(s, t− 1) +R(s− 1, t).
Wniosek. Dla s, t ≥ 1 zachodzi R(s, t) ≤

(s+t−2
s−1

)
=
(s+t−2

t−1

)
.


