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Optymalna alokacja proby w warunkach
niekompletnej realizacji badania

z planem, bedacym odzwierciedleniem badanej populacji. Jednym z powszechnych
mankamentoéw tych badan jest roznica migdzy prébka wylosowang i probka zbadana,
opisywana przez parametr zwany kompletnoscia badania. Jest wiele czynnikow wply-
wajacych na obnizenie kompletno$ci badania. Naleza do nich np.: niska jako$¢ operatu i
odmowy odpowiedzi. W wielu przypadkach wplyw odméw mozna zmniejszyé przez
intensywniejsza pracg badajacych — to wiaze si¢ z wigkszym obciazeniem jednostek
prowadzacych badanie. Dlatego wydaje si¢ rozsadne przyjecie degresywnego modelu
realizacji badania, tzn. takiego, w ktérym liczebno$¢ prébki zbadanej nie moze przekro-
czy¢ pewnego progu oraz gdy jej stosunek do liczebnosci probki wylosowanej maleje
wraz ze wzrostem liczebno$ci proby wylosowane;j.

W naszej pracy przyjeto wykladniczy model zaleznosci liczebnosci probki zbadanej
y od liczebnosci probki wylosowanej x:

y=fx)=bll-exp(—x/a)] ey

przy czym parametry a i b sa liczbami dodatnimi i majg spetnia¢ warunek b/a <1,
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Badania reprezentacyjne prowadzone sa na probkach losowych, wybieranych zgodnie
|
|
ktory mozna zapisa¢ inaczej jako ograniczenie na wartos¢ pochodnej funkcji f w zerze



f(0)<1, a interpretowac jako prawdopodobienstwo udzielenia odpowiedzi przez poje-
dyncza jednostke populacji.
Oznaczmy funkcje odwrotng do f przez g:

x=g(y)=—aln(l-y/b) (2)

Rozwazymy populacj¢ podzielona na domeny, czyli takie podzbiory, dla ktérych
chcemy estymowa¢ wartos¢ globalna pewnej ustalonej cechy. Dodatkowo populacja
podzielona bedzie na podpopulacje, w ktérych zaleznosci migdzy liczebnoscia probki
zbadanej i wylosowanej moga si¢ r6zni¢ w ramach przyjetego modelu wykladniczej
zaleznoscei funkeyjnej, tzn. wartosci parametréw « i b moga zmieniaé sie z podpopula-
¢ji na podpopulacje. Kazdy element populacji jest ponadto zakwalifikowany do jednej z
klas (w szczeg6lnosci, gdy zadne klasy nie sa wyréznione — to odpowiada sytuacji, gdy
liczba klas wynosi jeden). Przyjmujemy warstwowy plan prébkowania wewnatrz kazdej
domeny z warstwami bedacymi przekrojami podpopulacji i klas.

Celem przedstawianej pracy jest podanie algorytmu takiej alokacji préby (o zadanej
catkowitej liczebnosci) w przekrojach (domena X podpopulacja x klasa), aby precyzja
warstwowego estymatora wartosci globalnej w domenach byla jednakowa i mozliwie
najmniejsza. Nasza praca miesci si¢ wigc w nurcie badan dotyczacych optymalnej aloka-
cji statoprecyzyjnej — zob. np. Lednicki i Wesotowski (1994), Niemiro i Wesotowski
(2001). Z matematycznego punktu widzenia problem taki sprowadza si¢ do minimaliza-
cji pewnej funkcji z ograniczeniami. Problem ten udaje si¢ rozwiaza¢ jedynie numerycz-
nie, co jest zadowalajace z punktu widzenia aplikacji. Natomiast brak rozwiazania ana-
litycznego utrudnia badanie uniwersalnych wlasnosci otrzymywanych rozwiazan.

ANALITYCZNE SFORMULOWANIE I NUMERYCZNE ROZWIAZANIE
PROBLEMU

Niech i/ oznacza numer domeny, j numer podpopulacji, a 4 numer klasy. Oznacz-
my przez Xy oraz y;, odpowiednio, liczebno$¢ probki wylosowanej i zbadanej w

przekroju (, j, h), a ponadto niech:
Xj :Z Z Xjp OTazZ y; :2 2 Yijn (3)
i h i h

Zaktadamy, ze

yi=fixp=bll-exp(=x;/a)], czyli .
xj=8,yp==a;nl-y;/b) @

(Wydaje sig, ze dopasowanie tego modelu do konkretnej sytuacji musi polega¢ na
wykorzystaniu danych dotyczacych kompletnosci weze$niejszych badan do estymacji
parametréw a; i b;).



Dodatkowo przyjmujemy zatozenie, ze w kazdej podpopulacji frakcja prébki zbadanej
(w stosunku do wylosowanej) nie zmienia si¢ dla réznych przekrojéw (domena x klasa),
tzn. dla dowolnych (, j, h) mamy:

Yijn _ Xijh N
v x (5)
J j

Dla przedstawionego modelu wydaje si¢ naturalne sformutowanie problemu opty-
malnej alokacji statoprecyzyjnej. Rozwazamy estymator warstwowy pewnej cechy, przy
tym interesuja nas wartosci globalne tej cechy w poszczegdlnych domenach. Przy zato-
zonej maksymalnej wartosci procentowej p, dla precyzji nieobcigzonego estymatora
¢ wartosci globalnej #, ktéra to precyzja dana jest wzorem 196V (1) /t, gdzie V(1)
oznacza wariancje estymatora ¢, poszukujemy takich wielko$ci losowanej probki Xijn

we wszystkich przekrojach (i, j, k), aby spetnione byly nastgpujace warunki:

1. Dla kazdej domeny i estymator #; ma precyzje nie gorszg niz p. Uwzgledniajac
wzér na wariancj¢ estymatora wartosci globalnej w losowaniu warstwowym (np.
Bracha 1996), warunek ten prowadzi do nieréwnosci:

S2NZ 52N

19622 2 z/2h L I.Ihzl./h sz ©6)
T h L Vi f;

2

gdzie #; jest wartoscig globalng badanej cechy w i-tej domenie, Sj, jest wariancja

tej cechy w przekroju (;, j,h), a Ny, jest liczba jednostek w tym przekroju.
2. Sumaryczna liczebnos¢ wylosowanej probki x:Z Z Z X;, jest minimalna.
i j h

Zauwazmy, ze jest to sformutowanie dualne do minimalizacji statej precyzji p, przy

zatozonej dtugosci probki losowanej x.

Opisane zadanie optymalizacji mozna sformutowa¢ jako zagadnienie minimalizacji
nieliniowej funkcji celu przy liniowych ograniczeniach. Wykorzystujac ide¢ opisang w
pracy Grenia (1966) wprowadzamy nowe zmienne z;, =1/y;,, co prowadzi do zadania
minimalizacji funkcji:

Fl@gpl = 2= 4; 1}{1 "beZZZ&}zj_é i )
J i h
po uktadach liczb (Zijh)

jn gdzie (i, j,h) przebiega wszystkie przekroje, przy ogranicze-

niach dla kazdej domeny i postaci:
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Zauwazmy, ze funkcja celu (7) jest wypukla oraz ograniczenia (liniowe) (8) réwniez
tworza zbiér wypukly, zatem z klasycznej teorii programowania wypukfego wynika
istnienie jednoznacznego rozwigzania problemu.

Oczywiscie, znajomo$¢ rozwiazania powyzszego problemu minimalizacji wyznacza
optymalna alokacjg zgodnie ze wzorami:

Xy = y, ,,,, “X; oraz X; =-da; ln[l b; 1222,1,1] )

1

W celu numerycznego rozwiazania zadania wykorzystano jezyk AMPL oraz mozli-
wo$é rozwiazywania probleméw optymalizacji za posrednictwem Internetu, w $rodowi-
sku serwera NEOS (http:/www.neos.mcs.anl.gov.). Jezyk AMPL (ang. A Mathematical
Programming Language) jest jezykiem programowania przeznaczonym specjalnie do
opisu ztozonych probleméw optymalizacji — zob. Fourer, Gay i Keringhan (1990).
Zapis zadania w tym jezyku jest bardzo zblizony do odpowiedniego sformutowania w
zapisie matematycznym. Ponadto AMPL zaktada oddzielenie samego opisu problemu od
cze$ci wprowadzajacej konkretne dane, stanowiace parametry modelu. AMPL pozwala
uzytkownikowi skupi¢ si¢ na samym modelu matematycznym, unikajac wielu szczego-
16w implementacji algorytméw obliczeniowych. Konkretne realizacje AMPL dziataja na
zasadzie transformacji odpowiedniego opisu do postaci wymaganych przez wyspecjali-
zowane programy rozwiazujace rozne klasy zagadnien optymalizacyjnych (tzw. solvery).
Przyktadem takiej realizacji jest wiasnie udostepnione w Internecie srodowisko serwera
NEOS. Pozwala ono uzytkownikowi na zdalne, za pomoca uktadu posredniczacego
przegladarki WWW, rozwiazywanie zadan optymalizacji zapisanych uprzednio w jezy-
ku AMPL jako pliki tekstowe na lokalnym komputerze. Dany model mozna wykorzy-
stywa¢ wielokrotnie, zmieniajac jego parametry wejéciowe, a takze uruchamiajac proce-
sy obliczeniowe dla réznych solveréw dostepnych na serwerze NEOS dla danej kategorii
rozwazanego problemu. Przykladowo, dla interesujacej nas minimalizacji mozemy wy-
bra¢ w grupie programéw optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami m.in. takie solve-
ry, jak: MOSEK, MINOS, LANCELOT, LOQO.

ZASTOSOWANIE DO MODYFIKACJI ALOKACJI W BADANIU
MALYCH PRZEDSIEBIORSTW

Bezposrednia przyczyna rozwazania opisanej problematyki sa trudnosci wystepujace
w badaniu matych jednostek gospodarczych prowadzonym w GUS. W warunkach tego
badania domenami sa rodzaje dziatalno$ci gospodarczej (77 rodzajow), podpopulacjami
sa wojewodztwa (16), a klasy (4) zdefiniowane sa przez przekroje formy prawnej (2) i
wielko$ci przedsigbiorstwa (2).

Kompletno$¢ badania w ostatnich trzech latach w podziale na podpopulacje (woje-
woédztwa) przedstawiona jest w tabl. 1.

A



TABL. 1. LICZEBNOSC JEDNOSTEK WYLOSOWANYCH I ZBADANYCH
W POSZCZEGOLNYCH WOJEWODZTWACH (podpopulacjach)
W BADANIU MALYCH PRZEDSIEBIORSTW

1998 1999 2000
Symbole 5 — 7 - g > T - %
wojewddztw J:/(yig?oltl ~’6d,n05tkl jedﬁoﬁek J\ev(;l}gz;k—l JEan,S[kl _ied\zogotek J\evd;}gzgfl )ednolslkl jed\xogtek
wane zhadane zbadanych wane zbadane zbadanych| wane zbadane zbadanych
7858 4153 52,9 9233 4675 50,6 10419 4560 43,8
5281 2739 51,9 5651 2777 49,1 6758 2752 40,7
6107 3981 65,2 3210 1983 61,8 3608 1821 50,5
2442 1451 59,4 2798 1654 59,1 3050 1487 48,8
7730 3458 44,7 7566 3807 50,3 7209 3276 454
8349 3979 47,7 10694 5777 54,0 8416 4017 47,7
21813 8877 40,7 25478 8869 34,8 26252 8838 33,7
1927 1259 65,3 2588 1603 61,9 2042 1127 55,2
5778 3490 60,4 3002 1817 60,5 3318 1667 50,2
3116 1883 60,4 2257 1416 62,7 2244 1198 53,4
5395 2935 54,4 7107 3705 52,1 6448 2992 46,4
12962 7297 56,3 12546 6460 51,5 10532 4354 41,3
2741 1745 63,7 2768 1712 61,8 3194 1704 53,4
3360 1705 50,7 3478 1815 52,2 4427 2079 47,0
10072 5740 57,0 8764 4771 54,4 11301 5030 44.5
5057 2731 54,0 6106 3135 51,3 4965 1980 39,9

Zrédto: GUS.

Z zestawienia widaé, ze kompletno$¢ badania jest niska i zasadniczo miesci si¢ w
przedziale 40—60%. Co wigcej, zroznicowanie pomiedzy wojewodztwami oraz wigksza
kompletnos¢ w przypadku mniejszej liczebnosci probki wylosowanej pozwalaja sadzi¢,
iz przedstawiony degresywny model wyktadniczy jest adekwatnym, przyblizonym opi-
sem obserwowanej sytuacji.

W dalszej czeSci przedstawiono zastosowanie modelu do alokacji probki w badaniu
matych przedsigbiorstw. Do obliczen i symulacji wykorzystano dane z roku 2000, za-
réwno dane operatowe jak i wyniki tego badania.

Parametry a; i b; funkcji f; byly dla 16 wojewodztw w Polsce wyznaczone za

pomoca procedury o nazwie model, dostgpnej w systemie SAS (wersja 8.12). Wyzna-
czane sa one iteracyjnie metoda najmniejszych kwadratéw (Gaussa-Newtona) z
uwzglednieniem warunku b;/a; <1. Jako dane wejsciowe zostala wprowadzona li-

czebno$¢ probki wylosowanej (warto$ci zmiennej niezaleznej x) i zrealizowanej (warto-
$ci zmiennej zaleznej y) w badaniu matych przedsigbiorstw (SP3) z lat 1998—2000, w

poszczegblnych wojewddztwach, podane w tabl. 1. Wyniki estymacji parametrow a; i

b; przedstawione sg za$ w tabl. 2

Oczywiscie nalezy pamigta¢, ze do obliczenia wartosci estymatorow mozna byto
wykorzysta¢ jedynie dane pochodzace z trzech ostatnich lat. Dlatego konkretne warto$ci
mogg by¢ obarczone znacznym bledem losowym, przy czym biad ten mniej znaczaco
wpltywaé bedzie na alokacje, natomiast szczegdlnie wyraznie uwidacznia si¢ w ostatniej
kolumnie tabl. 2. Przypominamy, ze iloraz b;/a; <1 mozna traktowac jako ocen¢ praw-
dopodobienistwa odpowiedzi dla pojedynczej jednostki w danym wojewddztwie i w

zasadzie nie jest mozliwe, aby jego realna warto§¢ w badaniu matych jednostek gospo-
darczych byta rowna jeden.




TABL. 2. WARTOSC PARAMETROW FUNKCJI WYKEADNICZEJ DLA POSZCZEGOLNYCH
WOJEWODZTW (podpopulacji)

Symbole v;qewodztw 0 b, byla;
5,5335E+03 5,5335E+03 1,00
3,3148E+03 3,3148E+03 1,00
4,6808E+10 2,8817E+10 0,61
2,0821E+03 2,0821E+03 . 1,00
3,9805E+09 1,8646E+09 0,47
2,0275E+13 1,0246E+13 0,51
9,6194E+03 9,6 194E+03 1,00
7,5200E+10 4,5780E+10 0,61
8,3215E+11 4,8538E+11 0,58
8,0182E+10 4,7496E+10 0,59
1,8528E+04 1,1129E+04 0,60
2,4201E+12 1,2284E+12 0,51
2,4981E+03 2,4981E+03 1,00
4,9029E+03 3,5022E+03 0,71
6,6576E+03 6,6576E+03 1,00
8,6131E+12 42112E+12 0,49

Zr 6 dto: obliczenia wasne.

Z kolei na wykresie przedstawiamy funkcje f;» z wartoSciami parametréw podanymi

w tabl. 2, dla trzech wojewddztw: matopolskiego (12), mazowieckiego (14) i warmin-
sko-mazurskiego (28).

Wykres 1. FUNKCJAfj DLA j=12, 14128 UZYSKANE DLA WARTOSCI
PARAMETROW PODANYCH W TABL. 2
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Do obliczen, oprocz parametréw a; i b;, konieczne bylo wyznaczenie oszacowan

wariancji, wartosci globalnych (w tym celu wykorzystano wyniki badania SP-3 za rok
2000, w zakresie cechy liczba pracujqcych) oraz liczebno$¢ w rozwazanych przekrojach
(w tym celu na potrzeby prowadzonych symulacji wykorzystano wartosci z operatu,
ktory shuzyt do wylosowania probki na rok 2000). W naszych eksperymentach, zwiaza-
nych z rozwiazywaniem opisanego wczesniej zadania optymalizacji, najefektywniejszy
okazat sie solver MOSEK. Nalezy podkresli¢ duza zlozono$¢ numeryczng rozwazanego
problemu (ok. 3000 zmiennych i ponad 70 ograniczenl). Problem tego typu nie mogtby
by¢ rozwiazany za pomoca narzedzi dostgpnych w popularnych pakietach statystycz-
nych.

Wyniki zebrane sa w tabl. 3, w ktorej jednoczesnie poréwnano je z rzeczywista li-
czebnoscia probki wylosowanej i zbadanej w badaniu za rok 2000.

TABL. 3. LICZEBNOSC PROBEK WYLOSOWANYCH I ZBADANYCH JEDNOSTEK
W POSZCZEGOLNYCH WOJEWODZTWACH (podpopulacjach)
W BADANIU MALYCH PRZEDSIEBIORSTW W ROKU 2000
ORAZ WEDLUG TESTOWANEGO MODELU

Badanie Teiggvea}ny Roéznica Badanie Tezig(vivealny Roznica
Wojewédztwa jednostki wylosowane @b jednostki zbadane (@)

a b c d e f
10419 7536 2883 4560 4316 244
6758 5832 926 2752 2909 -157
3608 4844 -1236 1821 3133 -1312
3050 6759 -3709 1487 2147 -660
7209 9739 -2530 3276 4763 -1487
8416 9349 -933 4017 4884 -867
26252 12430 13822 8838 7183 1655
2042 3715 -1673 1127 2411 -1284
3318 5160 -1842 1667 3140 -1473
2244 3705 -1461 1198 2295 -1097
6448 8387 -1939 2992 4226 —1234
10532 13100 -2568 4354 6826 -2472
3194 3976 -782 1704 2108 -404
4427 4782 -355 2079 2316 =237
30 i 11301 7902 3399 5030 4829 201
32 s 4965 7256 -2291 1980 3757 -1777

Z 16 d1o: obliczenia whasne.

W obu przypadkach probki sa mniej wigcej tej samej wielkosci: 114183 dla wyloso-
wanej realnie oraz 114472 dla proponowanej. Liczebno$¢ probki zrealizowanej wyniosta
48920, co stanowi ok. 43% probki wylosowanej. Dla probki proponowanej wielkos¢ ta
odpowiednio wynosi: 61243 oraz ok. 54%. Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze zgodnie z
oczekiwaniami nastapito przesunigcie wylosowanej probki w kierunku wojewddztw, w
ktorych kompletno$¢ badania jest wieksza — szczegélnie widoczne jest to dla woj. ma-
zowieckiego oraz w nieco mniejszym stopniu dla wojewddztw: dolno$laskiego oraz
wielkopolskiego. W wyniku takiej zmiany alokacji probki nastgpuje tez zmiana precyzji
dla badanej cechy w domenach. Zmiany te przedstawiono w kolejnej tablicy.



TABL. 4. POROWNANIE OCEN PRECYZJI PROCENTOWEJ DLA LICZBY
PRACUJACYCH W BADANIU MALYCH PRZEDSIEBIORSTW, UZYSKANYCH
W DOMENACH W ROKU 2000 ORAZ DLA TESTOWANEGO MODELU

Symbole Badanie [ Testowany model
rodzajow dziatalnosci gospodarczej” w %
14,19 5,59
10,37 5,84
14,57 6,33
7,35 5,61
10,13 4,90
8,25 4,78
17,91 5,06
10,04 5,73
19,22 6,35
8,60 5,55
16,69 6,11
11,48 6,36
9,57 6,15
7,58 6,07
13,06 5,02
15,41 4,80
18,25 6,92
12,10 5,20
13,59 6,81
11,79 5,63
9,55 5,30
7,98 5,20
13,96 5,18
10,14 6,80
5,32 5,05
6,73 5,73
6,27 5,13
26,83 6,81
7,49 4,72
10,35 6,01
4,99 4,63
5,66 2,48
16,69 5,44
8,03 4,85
8,03 5,03
13,50 5,22
4,04 5,65
9,33 545
2,66 4,25
6,94 4,86
8,29 5,72
4,12 5,99
5,13 5,96
5,75 5,59
6,26 6,98
6,01 6,12
6,59 6,27
3,95 6,25
6,84 4,97
8,68 0,00
2,69 4,10
6,40 5,81
6,30 5,76
8,46 5,33
6,64 5,81

a Wedlug klasyfikacji przyjetej w badaniu matych jednostek gospodarczych.




TABL. 4. POROWNANIE OCEN PRECYZJI PROCENTOWE]J DLA LICZBY
PRACUJACYCH W BADANIU MALYCH PRZEDSIEBIORSTW, UZYSKANYCH
W DOMENACH W ROKU 2000 ORAZ DLA TESTOWANEGO MODELU (dok.)

Symbole Badanie l Testowany model
rodzajéw dziatalnosci gospodarczej” W %
8,16 5,83
1,91 5,03
4,23 5,84
24,92 3,91
8,86 4,89
14,30 5,23
10,81 6,51
4,36 4,68
7,16 5,39
12,86 4,52
6,57 5,67
11,77 3,59
2,86 5,09
5,95 6,24
8,31 5,41
9,58 6,65
8,73 7,10
11,88 7,09
49,66 6,24
10,34 6,76
6,01 4,65
6,42 6,17

a Wedhug klasyfikacji przyjetej w badaniu malych jednostek gospodarczych.
Zr 6 d1o: obliczenia whasne.

Warto zwrdci¢ uwage, ze zgodnie z przyjetym modelem do obliczen przyjeto precyzje
p wartosci globalnej dla cechy liczba pracujqcych réwna  8,8%. Tymczasem precyzja
przedstawiona w tabl. 4 jest znacznie lepsza. Wynika to z faktu, ze populacja badana
r6zni sie od populacji operatowej — liczebno$¢ populacji badanej przyjeto na podstawie
uogblnien uzyskanych w badaniu za rok 2000. Te sama liczebno$¢ zastosowano przy
liczeniu precyzji wynikéw badania za rok 2000. Poza efektem przesunigcia proby i w
rezultacie zwigkszenia kompletnosci badania, dodatkowo wptyw na znaczace polepsze-
nie precyzji miat fakt alokacji probki, bioracy pod uwage zmienno$¢ cechy liczba pra-
cujqcych, a nie cechy przychody, jak to miato miejsce przy alokacji probki do badania za
rok 2000.
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