Skréty wykltadéow z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wykiad 10

Wyklad 10: Wzér Taylora i ekstrema lokalne funkcji

Twierdzenie 10.1 (wzér Taylora z reszta Lagrange’a).
Jesli f ma ciagla pochodng rzedu n w przedziale [xg, z] i jest (n+ 1)-krotnie rézniczkowalna w prze-
dziale (zo,x), to istnieje ¢ € (zo,x) takie, ze

(o) f" (o)
1! 2!

wielomian Taylora T, ()

f(n+1)(c)
(n+1)!

reszta Lagrange’a Ry (x)

f(z) = f(zo) + (x — z0) + (x—20)* + ...+ ———(x —x0)" + (z — mo)™ .

Uwaga 10.1. Twierdzenie 10.1 jest takze prawdziwe dla przedziatu [z, x|, dokladniej:
Jedli f ma ciagla pochodna rzedu n w przedziale [x, 2] i jest (n+ 1)-krotnie rézniczkowalna w prze-
dziale (z,x¢), to istnieje ¢ € (z,x¢) takie, ze
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f(@) = f(xo) + ;“w—xw+ ;“ m+fﬁ

wielomian Taylora Ty, (x) reszta Lagrange’a Ry (z)
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(x—20)* + ...+ T (x — w0)" + (x — o

Uwaga 10.2. Wstawiajac w twierdzeniu 10.1 z¢ = 0, otrzymujemy wzér Maclaurina z reszta
Lagrange’a:
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Twierdzenie 10.2 (wzér Taylora z reszta Peano).
Jesli f ma pochodna f™ w punkcie 2o (= 3550 f ma pochodne f’, f” ..., f=D w (zg—4, xg+9)),

to
'(x g (n) (1
P o)+ L5 0 0?4 E 0 0y, 0),

n!
wielomian Taylora Th, ()

f(z) = flzo) +

gdzie Ry (z) = o(|x — zo|™), tzn

lim 7Rn ()

z—zo (x — 20)"

=0.

EKSTREMA LOKALNE
W tej czesci wyktadu bedziemy zakladaé, ze D C R, f: D — R i z¢ jest punktem wewnetrznym D.

Definicja (ekstreméw lokalnych). Funkcja f ma w punkcie xg

e maksimum lokalne < 3550 Vae(zo—s20+0) f(T0) = f(2);

e maksimum lokalne wladciwe < J5-0 Vae(zo—s20+0)\{z.} f (T0) > f(2);

e minimum lokalne < 3550 Voe(wg—s,00+4) f(70) < f(2);

e minimum lokalne wlasciwe < 350 Voe(20—5,20+6)\ {20} f(T0) < f().
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Twierdzenie 10.3 (warunek konieczny ekstremum).
Jesli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie xg i jest rézniczkowalna w punkcie xg, to f'(x¢) = 0.

Twierdzenie 104 (pierwszy warunek wystarczajacy ekstremum).

e Jedli funkcja f jest ciagla w punkcie xg i istnieje & > 0 taka, ze f jest rozniczkowalna
w (2o — 0, 0) U (20,0 + ), przy czym

f(x)<0 dla =z € (xg—0,x0)
ff(x)>0 dla =z € (xg,z0+9),

to f ma w punkcie zg minimum lokalne wlasciwe.

e Jedli funkcja f jest ciagla w punkcie xy i istnieje & > 0 taka, ze f jest rozniczkowalna
w (2o — 6,20) U (0, x0 + §), przy czym

f(x)y>0 dla z € (zo—d,0)
fl(x) <0 dla =z € (xg,zo+9),

to f ma w punkcie zg maksimum lokalne wtasciwe.

Twierdzenie 105 (drugi warunek wystarczajacy ekstremum).
Jesli f/(xo) =01 f"(x0) # 0, to funkcja f ma ekstremum lokalne wlasciwe w punkcie zy. Ponadto

e jesli f(xp) > 0, to jest to minimum lokalne wlasciwe;

e jesli f(xp) <0, to jest to maksimum lokalne wlasciwe.



