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Wyk lad 10: Wzór Taylora i ekstrema lokalne funkcji

Twierdzenie 10.1 (wzór Taylora z reszta̧ Lagrange’a).
Jeśli f ma cia̧g la̧ pochodna̧ rzȩdu n w przedziale [x0, x] i jest (n+1)-krotnie różniczkowalna w prze-
dziale (x0, x), to istnieje c ∈ (x0, x) takie, że

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n︸ ︷︷ ︸
wielomian Taylora Tn(x)

+
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1︸ ︷︷ ︸
reszta Lagrange’a Rn(x)

.

Uwaga 10.1. Twierdzenie 10.1 jest także prawdziwe dla przedzia lu [x, x0], dok ladniej:
Jeśli f ma cia̧g la̧ pochodna̧ rzȩdu n w przedziale [x, x0] i jest (n+1)-krotnie różniczkowalna w prze-
dziale (x, x0), to istnieje c ∈ (x, x0) takie, że

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n︸ ︷︷ ︸
wielomian Taylora Tn(x)

+
f (n+1)(c)

(n + 1)!
(x− x0)

n+1︸ ︷︷ ︸
reszta Lagrange’a Rn(x)

.

Uwaga 10.2. Wstawiaja̧c w twierdzeniu 10.1 x0 = 0, otrzymujemy wzór Maclaurina z reszta̧
Lagrange’a:

∃c∈(x0,x) f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x +

f ′′(0)

2!
x2 + . . . +

f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(c)

(n + 1)!
xn+1.

Twierdzenie 10.2 (wzór Taylora z reszta̧ Peano).
Jeśli f ma pochodna̧ f (n) w punkcie x0 (⇒ ∃δ>0 f ma pochodne f ′, f ′′, . . . , f (n−1) w (x0−δ, x0+δ)),
to

f(x) = f(x0) +
f ′(x0)

1!
(x− x0) +

f ′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . . +
f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n︸ ︷︷ ︸
wielomian Taylora Tn(x)

+Rn(x),

gdzie Rn(x) = o(|x− x0|n), tzn

lim
x→x0

Rn(x)

(x− x0)n
= 0.

EKSTREMA LOKALNE
W tej czȩści wyk ladu bȩdziemy zak ladać, że D ⊂ R, f : D → R i x0 jest punktem wewnȩtrznym D.

Definicja (ekstremów lokalnych). Funkcja f ma w punkcie x0

� maksimum lokalne ⇔ ∃δ>0 ∀x∈(x0−δ,x0+δ) f(x0) ≥ f(x);

� maksimum lokalne w laściwe ⇔ ∃δ>0 ∀x∈(x0−δ,x0+δ)\{xo} f(x0) > f(x);

� minimum lokalne ⇔ ∃δ>0 ∀x∈(x0−δ,x0+δ) f(x0) ≤ f(x);

� minimum lokalne w laściwe ⇔ ∃δ>0 ∀x∈(x0−δ,x0+δ)\{xo} f(x0) < f(x).
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Twierdzenie 10.3 (warunek konieczny ekstremum).
Jeśli funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie x0 i jest różniczkowalna w punkcie x0, to f ′(x0) = 0.

Twierdzenie 10.4 (pierwszy warunek wystarczaja̧cy ekstremum).

� Jeśli funkcja f jest cia̧g la w punkcie x0 i istnieje δ > 0 taka, że f jest różniczkowalna
w (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ), przy czym{

f ′(x) < 0 dla x ∈ (x0 − δ, x0)
f ′(x) > 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ),

to f ma w punkcie x0 minimum lokalne w laściwe.

� Jeśli funkcja f jest cia̧g la w punkcie x0 i istnieje δ > 0 taka, że f jest różniczkowalna
w (x0 − δ, x0) ∪ (x0, x0 + δ), przy czym{

f ′(x) > 0 dla x ∈ (x0 − δ, x0)
f ′(x) < 0 dla x ∈ (x0, x0 + δ),

to f ma w punkcie x0 maksimum lokalne w laściwe.

Twierdzenie 10.5 (drugi warunek wystarczaja̧cy ekstremum).
Jeśli f ′(x0) = 0 i f ′′(x0) ̸= 0, to funkcja f ma ekstremum lokalne w laściwe w punkcie x0. Ponadto

� jeśli f ′′(x0) > 0, to jest to minimum lokalne w laściwe;

� jeśli f ′′(x0) < 0, to jest to maksimum lokalne w laściwe.
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