
Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 11

Wyk lad 11: Wklȩs lość i wypuk lość funkcji

Przez ca ly wyk lad P bȩdzie oznaczać dowolny przedzia l.

Definicja. Funkcja f : P → R jest

� wypuk la ⇔ ∀x,y∈P ∀λ∈[0,1] f(λx + (1 − λ)y) ≤ λf(x) + (1 − λ)f(y);

� wklȩs la ⇔ ∀x,y∈P ∀λ∈[0,1] f(λx + (1 − λ)y) ≥ λf(x) + (1 − λ)f(y);

� ścísle wypuk la ⇔ ∀x,y∈P,x̸=y ∀λ∈(0,1) f(λx + (1 − λ)y) < λf(x) + (1 − λ)f(y);

� ścísle wklȩs la ⇔ ∀x,y∈P,x̸=y ∀λ∈(0,1) f(λx + (1 − λ)y) > λf(x) + (1 − λ)f(y).

Interpretacja geometryczna:
Ścis la wypuk lość oznacza, że każdy odcinek siecznej wykresu funkcji leży powyżej fragmentu

wykresu po lożonego pomiȩdzy punktami, przez które przechodzi sieczna.
Wypuk lość oznacza, że każdy odcinek siecznej wykresu funkcji leży powyżej lub pokrywa siȩ

z fragmentem wykresu po lożonego pomiȩdzy punktami, przez które przechodzi sieczna.

Lemat 11.1. Funkcja f : P → R jest

� wypuk la ⇔ ∀x1<x2<x3,x1,x2,x3∈P
f(x2)−f(x1)

x2−x1
≤ f(x3)−f(x2)

x3−x2
;

� wklȩs la ⇔ ∀x1<x2<x3,x1,x2,x3∈P
f(x2)−f(x1)

x2−x1
≥ f(x3)−f(x2)

x3−x2
;

� ścísle wypuk la ⇔ ∀x1<x2<x3,x1,x2,x3∈P
f(x2)−f(x1)

x2−x1
< f(x3)−f(x2)

x3−x2
;

� ścísle wklȩs la ⇔ ∀x1<x2<x3,x1,x2,x3∈P
f(x2)−f(x1)

x2−x1
> f(x3)−f(x2)

x3−x2
.

Twierdzenie 11.1.

� Jeśli funkcja f : P → R jest wypuk la i jej wykres ma w jakimś punkcie styczna̧ niepionowa̧,
to ca ly wykres funkcji leży powyżej lub na tej stycznej:

∀x0∈P : f ′(x0) istnieje ∀x∈P f(x) ≥ f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

� Jeśli funkcja f : P → R jest ścísle wypuk la i jej wykres ma w jakimś punkcie styczna̧ niepio-
nowa̧, to ca ly wykres funkcji, z pominiȩciem punktu styczności, leży powyżej tej stycznej:

∀x0∈P : f ′(x0) istnieje ∀x∈P,x̸=x0 f(x) > f ′(x0)(x− x0) + f(x0).

Twierdzenie 11.2.

∀x∈P f ′′(x) > 0 =⇒ f jest ścísle wypuk la w przedziale P.

Twierdzenie 11.3.

∀x∈P f ′′(x) < 0 =⇒ f jest ścísle wklȩs la w przedziale P.

W twierdzeniach 10.2 i 10.3, implikacji nie można zasta̧pić równoważnościa̧, mamy natomiast:

Twierdzenie 11.4. Jeśli f : P → R jest dwukrotnie różniczkowalna, to

� f jest wypuk la ⇐⇒ ∀x∈P f ′′(x) ≥ 0,

� f jest wklȩs la ⇐⇒ ∀x∈P f ′′(x) ≤ 0.
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