
Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 13

Wyk lad 13: Funkcja pierwotna i ca lka nieoznaczona

Przez ca ly wyk lad P ⊂ R bȩdzie oznaczać przedzia l.

Definicja. F : P → R jest funkcja̧ pierwotna̧ funkcji f : P → R ⇔ F jest różniczkowalna i
∀x∈P F ′(x) = f(x).

Twierdzenie 13.1. Jeśli F0 : P → R jest funkcja̧ pierwotna̧ funkcji f : P → R, to
F : P → R jest też funkcja̧ pierwotna̧ f ⇔ istnieje sta la C ∈ R taka, że ∀x∈PF (x) = F0(x) + C.

Twierdzenie 13.2. Każda funkcja cia̧g la f : P → R ma funkcjȩ pierwotna̧.

Definicja. Ca lka̧ nieoznaczona̧ funkcji f : P → R, oznaczana̧
∫
f(x)dx, nazywamy zbiór wszyst-

kich funkcji pierwotnych f . Zapisujemy
∫
f(x)dx = F (x) + C, gdzie F jest dowolna̧ funkcja̧ pier-

wotna̧ f .

WZORY PODSTAWOWE RACHUNKU CA LKOWEGO:

�

∫
0dx = C;

�

∫
1dx = x + C;

�

∫
xαdx = 1

α+1x
α+1 + C dla α ̸= −1;

�

∫
1
xdx = ln |x| + C;

�

∫
exdx = ex + C;

�

∫
sinxdx = − cosx + C;

�

∫
cosxdx = sinx + C;

�

∫
1

sin2 x
dx = − ctg x + C;

�

∫
1

cos2 x
dx = tg x + C;

�

∫
1√

1−x2
dx = arcsinx + C;

�

∫
1

1+x2dx = arctg x + C.

Jeśli f, g : P → R maja̧ funkcje pierwotne i A ∈ R jest sta la̧, to

1.
∫

(f(x) + g(x)) dx =
∫
f(x)dx +

∫
g(x)dx,

2.
∫
Af(x)dx =

{
A
∫
f(x)dx gdy A ̸= 0,

C gdy A = 0.

Twierdzenie 13.3 (o ca lkowaniu przez czȩści).
Jeśli f, g : P → R sa̧ różniczkowalne i f ′g ma funkcjȩ pierwotna̧, to fg′ też ma funkcjȩ pierwotna̧ i∫

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x) −
∫

f ′(x)g(x)dx.

Twierdzenie 13.4 (o ca lkowaniu przez podstawienie).
Jeśli g : P1 → P2 jest różniczkowalna i f : P2 → R ma funkcjȩ pierwotna̧ , to (f ◦ g) · g′ też ma
funkcjȩ pierwotna̧ i ∫

f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt, gdzie t = g(x).

Ca lkowanie funkcji wymiernych
∫ wielomian1(x)

wielomian2(x)
dx

1. Jeśli stopień wielomianu w liczniku jest wiȩkszy lub równy stopniowi wielomianu w mia-
nowniku, to wykonujemy dzielenie.

2. Wielomian w mianowniku rozk ladamy na iloczyn.

3. U lamek w laściwy zamieniamy na sumȩ u lamków prostych.

4. Liczymy ca lki z u lamków prostych.
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