
Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 14

Wyk lad 14: Metody wyznaczania ca lek. Ca lka oznaczona.

1). Ca lkowanie funkcji wymiernych
∫ wielomian1(x)

wielomian2(x)dx

Metoda zosta la omówiona na poprzednim wyk ladzie.

2). Ca lkowanie wyrażeń trygonometrycznych
∫
G(sinx, cosx)dx, gdzie G jest funkcja̧ wy-

mierna̧ dwóch zmiennych

� G(− sinx, cosx) = −G(sinx, cosx) ⇒ t = cosx

� G(sinx,− cosx) = −G(sinx, cosx) ⇒ t = sinx

� G(− sinx,− cosx) = G(sinx, cosx) ⇒ t = tg x

� podstawienie uniwersalne: t = tg x
2 ⇒ sinx = 2t

t2+1
, cosx = 1−t2

t2+1
, dx = 2

t2+1
dt

3). Ca lki typu
∫
G
(
x, n

√
ax+b
cx+d

)
dx , gdzie

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ ̸= 0 i G jest funkcja̧ wymierna̧ dwóch zmien-

nych (czasami poniższe podstawienie dzia la także dla funkcji G innej postaci)

Podstawiamy t = n

√
ax+b
cx+d ⇒ x = . . . ⇒ dx = . . . i otrzymujemy ca lȩ z funkcji wymiernej.

4). Ca lki zawieraja̧ce pierwiastek z trójmianu kwadratowego

�

∫
dx√
x2+K

=

∣∣∣∣ podstawienie Eulera

t = x +
√
x2 + K

∣∣∣∣ = . . . = ln |x +
√
x2 + K| + C

�

∫ √
x2 + Kdx =

∫ (
x x√

x2+K
+ K√

x2+K

)
dx = . . . = x

2

√
x2 + K + K

2 ln |x+
√
x2 + K|+C

�

∫
dx√

a2−x2
= 1

a

∫
dx√

1−(x
a)

2
=

∣∣∣∣ t = x
a

dt = . . .

∣∣∣∣ = . . . = arcsin
(
x
a

)
+ C

�

∫ √
a2 − x2dx =

∫ (
a2√

a2−x2
− x x√

a2−x2

)
dx = . . . = a2

2 arcsin
(
x
a

)
+ x

2

√
a2 − x2 + C

� Metoda wspó lczynników nieoznaczonych do obliczania ca lek
∫ wn(x)√

ax2+bx+c
dx:∫

wn(x)√
ax2 + bx + c

dx = A

∫
dx√

ax2 + bx + c
+ wn−1(x)︸ ︷︷ ︸

wielomian stopnia n− 1,

którego wspó lczynników

nie znamy

·
√

ax2 + bx + c.

CA LKA OZNACZONA:

Definicja. Jeśli f : P → R posiada funkcjȩ pierwotna̧ F oraz a, b ∈ P , to ca lka̧ oznaczona̧ od a
do b funkcji f , oznaczana̧

∫ b
a f(x)dx, nazywamy liczbȩ F (b) − F (a). Zapisujemy∫ b

a
f(x)dx = [F (x)]ba = F (b) − F (a), gdzie F jest dowolna̧ funkcja̧ pierwotna̧ f .
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