Skréty wyktadow z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyktad 15

Wyktad 15: Catka Riemanna

Niech f : [a,b] — R bedzie funkcja ograniczona. Aby zdefiniowaé calke Riemanna z funkcji f na
przedziale [a, b] wprowadzamy nastepujace pojecia.

Definicja. @ = (zo,x1,...,7;) nazywamy podzialem przedziatu [a,b] (na k odcinkéw) jesli
a=zr9g<x1<...<x =b.

Definicja. Srednica podzialu 7 nazywamy liczbe, oznaczana d(m), réwna dlugosci najwickszego
z odcinkéw podziatu, tzn. §(7) = max;—1,_g(x; — Ti—1).

Definicja. w = (&1,...,&) nazywamy warto$ciowaniem podzialu 7 (lub punktami posrednimi
podziatu) jesli & € [zi—1,x;) dlai=1,... k.

Dla kazdego n € N tworzymy podzial m, = (x(()n), g ),...,x,(vz)) Powstaje w ten sposéb ciag
podziatéw {m,}.
Definicja. Ciag podzialéw {m,} nazywamy normalnym jesli lim,,_ d(m,) = 0.

Dla danego ciagu {m,} = {(xén), acgn), .. ,xg;))} podzialéw przedziatu [a, b] tworzymy trzy sumy:

kn

1). dolna sume catkowa Darboux : s, = s,(m,) = Z mgn) (:L‘Sn) - :131@1) ;
i=1

2). gérng sume catkowa Darboux : S, = Sy ( Z M(n ( ™) (2)1) ’

n

3). sume catkowa Riemanna : o, = oy, (7, wy) Z f (5 () ) ( () ﬂﬁgﬁ)l) ;

gdzie
m{" = mf flz) i MM = sup  f(x).

! (n) ’ () 0
xe[:pl 1,:Jc ] zefz{™) 2™

Definicja. Funkcja f jest catkowalna w sensie Riemanna na [a,b] < istnieje liczba o € R taka,
ze dla kazdego normalnego ciagu podzialéw {m,} i dla kazdego ciagu wartosciowan {w,} ma-
my limy,—00 0y (Tn, wn) = o. Jedli f jest calkowalna w sensie Riemanna na [a,b], to o nazywamy
calka Riemanna funkcji f na [a,b] i oznaczamy | f f(x)dx

Twierdzenie 15.1. Dla kazdego normalnego ciagu podzialéw istnieja granice lim, o $p(7m)
i limy, 00 Sp(m,) 1 obie nie zaleza od obranego ciagu podzialéw. Oznaczamy:

s = lim s,(m,) - dolna calka Darboux; S = lim S, (m,) - gérna catka Darboux.
n—oo n—oo

Twierdzenie 15.2. Ograniczona funkcja f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna <
dolna catka Darboux jest rowna gérnej catce Darboux.

Twierdzenie 15.3. Kazda funkcja monotoniczna na [a, b] jest calkowalna w sensie Riemanna na
[a, b].

Twierdzenie 154. Kazda funkcja ciagla na [a, b] jest caltkowalna w sensie Riemanna na [a, b].

Twierdzenie 15.5 (Podstawowy wzér rachunku catkowego). Jesli f jest funkcja ciagla na prze-
dziale [a, b], za$ F jest dowolna funkcja pierwotna funkcji f, to

b b
/a f(z)de = F(b) — F(a) = / F(x)de
—_—

caltka Riemanna catka oznaczona



