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Wyk lad 1: Zbiór liczb rzeczywistych i jego podzbiory

B ↪edziemy stosować nast ↪epuj ↪ace oznaczenia:
N := {1, 2, . . .} - zbiór liczb naturalnych
N0 := {0, 1, 2, . . .}
Z - zbiór liczb ca lkowitych
Q - zbiór liczb wymiernych
R - zbiór liczb rzeczywistych
∀ - dla każdego
∃ - istnieje
⇔ - wtedy i tylko wtedy, gdy
[x] - czȩść ca lkowita x, czyli najwiȩksza liczba ca lkowita nieprzekraczaja̧ca x.

Definicja. Zbiór A ⊂ R jest ograniczony z do lu ⇔ ∃m∈R∀a∈A a ≥ m. Liczb ↪e m nazywamy wtedy
ograniczeniem dolnym zbioru A.
Zbiór A ⊂ R jest ograniczony z góry ⇔ ∃M∈R∀a∈A a ≤ M . Liczb ↪e M nazywamy wtedy
ograniczeniem górnym zbioru A.
Zbiór A ⊂ R jest ograniczony ⇔ jest ograniczony z góry i z do lu ⇔ ∃m,M∈R∀a∈A m ≤ a ≤ M
⇔ ∃K∈R∀a∈A |a| ≤ K.

Definicja. Niech ∅ 6= A ⊂ R b ↪edzie ograniczony z do lu. Kresem dolnym zbioru A (oznaczenie
inf A) nazywamy najwi ↪eksze ograniczenie dolne zbioru A:

α = inf A ⇔
{

(1) ∀a∈A a ≥ α
(2) ∀ε>0 ∃a0∈A a0 < α+ ε.

Niech ∅ 6= A ⊂ R b ↪edzie ograniczony z góry. Kresem górnym zbioruA (oznaczenie supA) nazywamy
najmniejsze ograniczenie górne zbioru A:

β = supA ⇔
{

(1) ∀a∈A a ≤ β
(2) ∀ε>0 ∃a0∈A a0 > β − ε.

Jeśli A nie jest ograniczony z do lu, to przyjmujemy inf A = −∞.
Jeśli A nie jest ograniczony z góry, to przyjmujemy supA = +∞.
Jeśli A = ∅, to inf A = +∞ i supA = −∞.

Aksjomat ci ↪ag lości. Każdy zbiór ∅ 6= A ⊂ R, ograniczony z do lu ma skończony kres dolny.
Każdy zbiór ∅ 6= A ⊂ R, ograniczony z góry ma skończony kres górny.
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Twierdzenie (Zasada indukcji matematycznej). Jeśli A ⊂ N spe lnia warunki:
(1) 1 ∈ A
(2) ∀n∈N (n ∈ A⇒ (n+ 1) ∈ A),
to A = N.

Twierdzenie. Zbiór Q jest g ↪esty w R, tzn. w każdym przedziale (a, b) ⊂ R, gdzie a < b, istnieje
liczba wymierna. Także zbiór R \ Q jest g ↪esty w R, tzn. w każdym przedziale (a, b) ⊂ R, gdzie
a < b, istnieje liczba niewymierna.
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