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Wyk lad 2 i 3: Ci ↪agi liczbowe

Definicja. Ci ↪ag liczbowy {an}∞n=1 (lub {an}n≥1 lub {an}) to funkcja N 7→ R. Wtedy an to tak
zwany n-ty wyraz ci ↪agu.

Definicja. Ci ↪ag {an}∞n=1 jest

� ograniczony z do lu ⇔ ∃m∈R∀n∈N an ≥ m;

� ograniczony z góry ⇔ ∃M∈R∀n∈N an ≤M ;

� ograniczony ⇔jest ograniczony z góry i z do lu.

Definicja. Ci ↪ag {an}∞n=1 nazywamy

� ci ↪agiem rosn ↪acym (ścísle rosn ↪acym) ⇔ ∀n∈N an+1 > an;

� ci ↪agiem niemalej ↪acym ⇔ ∀n∈N an+1 ≥ an;

� ci ↪agiem malej ↪acym (ścísle malej ↪acym) ⇔ ∀n∈N an+1 < an;

� ci ↪agiem nierosn ↪acym ⇔ ∀n∈N an+1 ≤ an.

Definicja. Mówimy, że ci ↪ag {an}∞n=1 jest zbieżny do granicy g ∈ R ⇔

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 |an − g| < ε.

Liczb ↪e g nazywamy wówczas granic ↪a ci ↪agu o wyrazach an i piszemy limn→∞ an = g albo an → g.
Ci ↪ag, który nie jest zbieżny, nazywamy rozbieżnym.

Twierdzenie 2.1. Każdy ci ↪ag sta ly jest zbieżny: (∀n∈N an = a) ⇒ limn→∞ an = a.

Twierdzenie 2.2. Ci ↪ag zbieżny ma tylko jedn ↪a granic ↪e.

Twierdzenie 2.3. Jeśli ci ↪ag jest zbieżny, to jest ograniczony.

Twierdzenie 2.4 (o ci ↪ag lości dzia lań arytmetycznych). Jeśli an → a i bn → b, to
(1) an + bn → a + b;
(2) an − bn → a− b;
(3) an · bn → a · b;
(4) an

bn
→ a

b jeśli tylko b 6= 0 i ∀n∈N bn 6= 0.

Twierdzenie 2.5 (o ci ↪ag lości wartości bezwzgl ↪ednej). Jeśli an → a, to |an| → |a|.

Uwaga 2.1. an → 0 ⇔ |an| → 0.

Twierdzenie 2.6 (o przechodzeniu do granicy w nierównościach).
Jeśli ∃n0∈N ∀n≥n0 an ≤ bn i an → a i bn → b, to a ≤ b.

Uwaga 2. 2. Powyższe twierdzenie nie bȩdzie prawdziwe, jeśli znak ≤ zasta̧pimy przez <, tzn.
możemy mieć: ∃n0∈N ∀n≥n0 an < bn i an → a i bn → b i a ≮ b.

Twierdzenie 2.7 (o trzech ci ↪agach).
Jeśli ∃n0∈N ∀n≥n0 an ≤ bn ≤ cn i limn→∞ an = limn→∞ cn = g, to limn→∞ bn = g.

Wniosek. Jeżeli an → 0 zaś ci ↪ag {bn}∞n=1 jest ograniczony, to an · bn → 0.

Twierdzenie 2.8. Jeśli ci ↪ag jest niemalej ↪acy i ograniczony z góry, to jest zbieżny.
Jeśli ci ↪ag jest nierosn ↪acy i ograniczony z do lu, to jest zbieżny.
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Definicja. Ci ↪ag {an}∞n=1 jest rozbieżny do +∞ (zapis limn→∞ an =∞ lub an →∞) ⇔

∀D>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 an > D.

Ci ↪ag {an}∞n=1 jest rozbieżny do −∞ (zapis limn→∞ an = −∞ lub an → −∞) ⇔

∀D>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 an < −D.

Twierdzenie 2.9 (o dwóch ci ↪agach).
Jeśli ∃n0∈N ∀n≥n0 an ≤ bn i limn→∞ an =∞, to limn→∞ bn =∞.
Jeśli ∃n0∈N ∀n≥n0 an ≤ bn i limn→∞ bn = −∞, to limn→∞ an = −∞.

Twierdzenie 2.10. Jeśli limn→∞ an =∞, to limn→∞
1
an

= 0.
Jeśli limn→∞ an =∞ i ci ↪ag {bn} jest ograniczony z do lu, to limn→∞(an + bn) =∞.
Jeśli limn→∞ an = −∞ i ci ↪ag {bn} jest ograniczony z góry, to limn→∞(an + bn) = −∞.

Twierdzenie 2.11. (1) |a| < 1 ⇒ limn→∞ an = 0;
(2) a > 0 ⇒ limn→∞ n

√
a = 1;

(3) limn→∞ n
√
n = 1.

Twierdzenie 2.12 (zbieżność ci ↪agu Eulera).
Ci ↪ag Eulera en =

(
1 + 1

n

)n
jest rosn ↪acy i ograniczony z góry (⇒ jest zbieżny).

Definicja. Liczba e to granica ci ↪agu Eulera, tzn. e := limn→∞
(
1 + 1

n

)n ≈ 2, 71828.

Definicja. Niech {an}∞n=1 b ↪edzie ci ↪agiem liczbowym a n1, n2, . . . liczbami naturalnymi takimi, że
n1 < n2 < . . . < nk < nk+1 < . . .. Wtedy ci ↪ag {ank

}∞k=1 o wyrazach an1 , an2 , . . . nazywamy
podci ↪agiem ci ↪agu {an}∞n=1.

Twierdzenie 2.13. Każdy podci ↪ag ci ↪agu zbieżnego do g jest zbieżny do tej samej granicy g:(
lim
n→∞

an = g i {ank
}∞k=1 jest podci ↪agiem ci ↪agu {an}∞n=1

)
⇒ lim

k→∞
ank

= g.

Wniosek. Jeśli ci ↪ag {an} zawiera (co najmniej) dwa podci ↪agi zbieżne do różnych granic, to nie
ma granicy.

Twierdzenie 2.14 (Bolzano-Weierstassa). Każdy ci ↪ag liczbowy ograniczony ma podci ↪ag zbieżny.

Definicja. Ci ↪ag {an} nazywa si ↪e ci ↪agiem Cauchy’ego (ci ↪agiem podstawowym) ⇔

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n,m≥n0 |an − am| < ε.

Twierdzenie 2.15 (warunek równoważny zbieżności ci ↪agu liczbowego).
Ci ↪ag liczbowy {an} jest zbieżny ⇔ {an} jest ci ↪agiem Cauchy’ego.

Definicja. Mówimy, że g ∈ R∪{−∞,+∞} jest punktem skupienia ci ↪agu {an} ⇔ istnieje podci ↪ag
{ank
} tego ci ↪agu taki, że limk→∞ ank

= g.

Definicja. Granica dolna ci ↪agu {an} (oznaczenie lim infn→∞ an) to kres dolny zbioru wszystkich
punktów skupienia ci ↪agu {an}:

lim inf
n→∞

an = inf{g : ∃{ank
} lim

k→∞
ank

= g}.

Granica górna ci ↪agu {an} (oznaczenie lim supn→∞ an) to kres górny zbioru wszystkich punktów
skupienia ci ↪agu {an}:

lim sup
n→∞

an = sup{g : ∃{ank
} lim

k→∞
ank

= g}.

Twierdzenie 2.16. Dla dowolnego g ∈ R ∪ {−∞,+∞} mamy

lim
n→∞

an = g ⇔ lim sup
n→∞

an = lim inf
n→∞

an = g.
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