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Wyklad 2 i 3: Ciagi liczbowe

Definicja. Ciag liczbowy {a,}>2; (lub {a,}n>1 lub {a,}) to funkcja N — R. Wtedy a, to tak
zwany n-ty wyraz ciagu.

Definicja. Ciag {a,}2 jest

e ograniczony z dotu & J,,crVinen an > m;

e ograniczony z gory < InrerVnen an < M,

e ograniczony <jest ograniczony z géry i z dotu.
Definicja. Ciag {a,}>2 | nazywamy

e ciagiem rosnacym ($cisle rosnacym) < Vien Gni1 > an;

e ciggiem niemalejacym < VpeN Gnt+1 > Gn;

e ciagiem malejacym ($cisle malejacym) < Ven ant1 < an;

e ciagiem nierosnacym < VyeN apt1 < .

Definicja. Méwimy, ze ciag {a,} > jest zbiezny do granicy g € R <
v6>O ElnoeN anno |an - g| <E.

Liczbe g nazywamy wowczas granica ciagu o wyrazach a,, i piszemy lim,, .o, a, =g albo a, — g.
Ciag, ktory nie jest zbiezny, nazywamy rozbieznym.

Twierdzenie 2.1. Kazdy ciag staly jest zbiezny: (Vpen an = a) = lim, o0 ay, = a.
Twierdzenie 2.2. Ciag zbiezny ma tylko jedna granice.
Twierdzenie 2.3. Jedli ciag jest zbiezny, to jest ograniczony.

Twierdzenie 2.4 (o ciaglosci dziatan arytmetycznych). Jesli a,, — a i b, — b, to
(1) ap, + by, — a+b;
(2) ap, — by, — a—b;
(3) ap, - by — a - b;
(4) 5= — ¢ jesli tylko b # 01 Vyen by # 0.

Twierdzenie 2.5 (o ciaglosci wartosci bezwzglednej). Jesli a, — a, to |a,| — |a.
Uwaga 2.1. a, — 0 < |a,| — 0.

Twierdzenie 2.6 (o przechodzeniu do granicy w nieréwnosciach).
Jesli Jp0en Visng an < by 1 ap —a 1 b, = b, toa <0.

Uwaga 2. 2. Powyzsze twierdzenie nie bedzie prawdziwe, jesli znak < zastapimy przez <, tzn.
mozemy mie¢: 3y eN Vp>ng an < bp 1 ap —a i b, =>bia£b.

Twierdzenie 2.7 (o trzech ciagach).
Jesli 3p,en Visng an < by < cp 1limy, o0 ap = limy, o0 ¢, = g, to limy, 500 by, = g.

Whniosek. Jezeli a, — 0 zas ciag {b,}7> jest ograniczony, to ay, - b, — 0.

Twierdzenie 2.8. Jesli ciag jest niemalejacy i ograniczony z géry, to jest zbiezny.
Jedli ciag jest nierosnacy i ograniczony z dotu, to jest zbiezny.
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Definicja. Ciag {a,}22 jest rozbiezny do 4+o00 (zapis lim, o ap = 00 lub a, — c00) <

VD>0 ElnoeN anng an > D.

Ciag {an}52 jest rozbiezny do —oo (zapis lim, e @y, = —00 lub a, - —o0) <

vD>0 E]nOEN anno an < -D.

Twierdzenie 2.9 (o dwdch ciagach).
Jesli 3p,en Visng an < by 11limy, o0 @y, = 00, to limy, o0 by, = 00.
Jesli 3ypen Vnsng an < by 1 limy, o0 by = —00, to limy, o0 ayp = —00.

Twierdzenie 2.10. Jedli lim,, o a,, = 00, to lim, . ﬁ =0.
Jesli limy, 00 ay, = 00 1 ciag {b,} jest ograniczony z dohu, to lim, o (an + by) = cc.
Jesli lim,, o0 @y, = —o0 1 ciag {by} jest ograniczony z gory, to lim, o (an + by) = —c0.

Twierdzenie 2.11. (1) |a| <1 = lim, s a" = 0;
(2) a>0 = lim, o {Va=1;
(3) limp o0 /n = 1.

Twierdzenie 2.12 (zbieznosé¢ ciagu Eulera).
Ciag Eulera e, = (1 + %)n jest rosnacy i ograniczony z géry (= jest zbiezny).

Definicja. Liczba e to granica ciagu Eulera, tzn. e := lim,,_, (1 + %)n ~ 2,71828.

Definicja. Niech {a,}>2; bedzie ciagiem liczbowym a nj,ng, ... liczbami naturalnymi takimi, ze
n < ng < ... <ng < ngpr < ... Wtedy ciag {an, }32, o wyrazach ap,,an,,... nazywamy
podciagiem ciagu {a,}52 ;.

Twierdzenie 2.13. Kazdy podciag ciagu zbieznego do g jest zbiezny do tej samej granicy g:
( lim a, = g1 {an, }1=; jest podciagiem ciagu {an};’lo:1> = lim a,, =g.
n—00 k—o0

Whiosek. Jesli ciag {a,} zawiera (co najmniej) dwa podciagi zbiezne do réznych granic, to nie
ma granicy.

Twierdzenie 2.14 (Bolzano-Weierstassa). Kazdy ciag liczbowy ograniczony ma podciag zbiezny.

Definicja. Ciag {a,} nazywa sie ciagiem Cauchy’ego (ciagiem podstawowym) <

v6>0 E|TL0€N vn,mZno ’an - am’ <e.

Twierdzenie 2.15 (warunek réwnowazny zbieznosci ciagu liczbowego).
Ciag liczbowy {a,} jest zbiezny < {a,} jest ciagiem Cauchy’ego.

Definicja. Méwimy, ze g € RU{—00, 400} jest punktem skupienia ciagu {a,} < istnieje podciag
{an, } tego ciagu taki, ze limy_,o an, = g.

Definicja. Granica dolna ciagu {a,} (oznaczenie liminf, - a,) to kres dolny zbioru wszystkich
punktéw skupienia ciagu {ay }:

linrggf a, = inf{g : an,} kli)ngo an, = g}

Granica gérna ciagu {a,} (oznaczenie limsup,,_,. ay) to kres gérny zbioru wszystkich punktéw
skupienia ciagu {a,}:

lim sup a,, = sup{g : El{ank} lim ap, = g}
N—s00 k—oo

Twierdzenie 2.16. Dla dowolnego g € R U {—00, +00} mamy

lim a, =g < limsupa, = liminfa, =g.
n—00 n—00 n—00



