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Wyk lad 4: Granica funkcji

Przez ca ly wyk lad b ↪edziemy zak ladać, że funkcja f : D 7→ R i D ⊂ R.
B ↪edziemy też używać oznaczenia R̃ := R ∪ {−∞,+∞}.

Definicja. Mówimy, że a ∈ R̃ jest punktem skupienia zbioru D ⇔ istnieje ci ↪ag {xn} taki, że
∀n∈N xn ∈ D \ {a} i limn→∞ xn = a.

Definicja (Heinego granicy funkcji).
Niech a b ↪edzie punktem skupienia zbioru D i niech g ∈ R̃. Mówimy, że g jest granic ↪a funkcji f
w punkcie a (lub granic ↪a funkcji f w ±∞, gdy a = ±∞), co zapisujemy: limx→a f(x) = g lub
f(x)

x→a→ g, ⇔
∀{xn}⊂D\{a} lim

n→∞
xn = a ⇒ lim

n→∞
f(xn) = g.

Twierdzenie 4.1. Jeśli granica funkcji istnieje, to jest wyznaczona jednoznacznie.

Definicja (Cauchy’ego skończonej granicy funkcji w punkcie).
Niech a ∈ R b ↪edzie punktem skupienia zbioru D i niech g ∈ R. Wtedy

lim
x→a

f(x) = g ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < |x− a| < δ ⇒ |f(x)− g| < ε.

Twierdzenie 4.2. Definicje Heinego i Cauchy’ego skończonej granicy funkcji w punkcie s ↪a równo-
ważne.

Definicja (Cauchy’ego niew laściwej granicy funkcji w punkcie).
Niech a ∈ R b ↪edzie punktem skupienia zbioru D. Wtedy

lim
x→a

f(x) = +∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) > G,

lim
x→a

f(x) = −∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < |x− a| < δ ⇒ f(x) < −G.

Definicja (Cauchy’ego skończonej granicy funkcji w ±∞).
Niech g ∈ R i +∞ (odpowiednio −∞) b ↪edzie punktem skupienia zbioru D. Wtedy

lim
x→∞

f(x) = g ⇔ ∀ε>0 ∃G>0 ∀x∈D x > G⇒ |f(x)− g| < ε,

lim
x→−∞

f(x) = g ⇔ ∀ε>0 ∃G>0 ∀x∈D x < −G⇒ |f(x)− g| < ε.

Definicja (Cauchy’ego niew laściwej granicy funkcji w ±∞).
Niech +∞ (odpowiednio −∞) b ↪edzie punktem skupienia zbioru D. Wtedy

lim
x→∞

f(x) = +∞ ⇔ ∀L>0 ∃G>0 ∀x∈D x > G⇒ f(x) > L,

lim
x→−∞

f(x) = +∞ ⇔ ∀L>0 ∃G>0 ∀x∈D x < −G⇒ f(x) > L,

lim
x→∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀L>0 ∃G>0 ∀x∈D x > G⇒ f(x) < −L,

lim
x→−∞

f(x) = −∞ ⇔ ∀L>0 ∃G>0 ∀x∈D x < −G⇒ f(x) < −L.

Twierdzenie 4.3. Powyższe trzy definicje Cauchy’ego s ↪a równoważne definicji Heinego.

Twierdzenie 4.4 (o trzech funkcjach).
Jeśli f, p, h : D → R, a jest punktem skupienia zbioru D, g ∈ R i limx→a f(x) = limx→a h(x) = g
oraz

f(x) ≤ p(x) ≤ h(x) dla wszystkich x ∈ D \ {a} dostatecznie bliskich a,

to limx→a p(x) = g.
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Twierdzenie 4.5 (o dwóch funkcjach).

� Jeśli f, h : D → R, a jest punktem skupienia zbioru D i limx→a f(x) = +∞ oraz

f(x) ≤ h(x) dla wszystkich x ∈ D \ {a} dostatecznie bliskich a,

to limx→a h(x) = +∞.

� Jeśli f, h : D → R, a jest punktem skupienia zbioru D i limx→a h(x) = −∞ oraz

f(x) ≤ h(x) dla wszystkich x ∈ D \ {a} dostatecznie bliskich a,

to limx→a f(x) = −∞.

Twierdzenie 4.6.

∀x∈R | sinx| ≤ |x|,

lim
x→0

sinx

x
= 1.
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