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Wyk lad 5: Granice jednostronne oraz asymptoty i ci ↪ag lość funkcji

Przez ca ly wyk lad b ↪edziemy zak ladać, że f : D 7→ R, gdzie D ⊂ R. B ↪edziemy też używać oznaczenia
R̃ := R ∪ {−∞,+∞}.

Definicja (Heinego granic jednostronnych funkcji).

� Niech a ∈ R b ↪edzie punktem skupienia zbioru D ∩ (a,∞) i niech g ∈ R̃. Mówimy, że g jest

granic ↪a prawostronn ↪a funkcji f w punkcie a (zapis: limx→a+ f(x) = g lub f(x)
x→a+→ g lub

f(a+) = g) ⇔
∀{xn}⊂D∩(a,∞) lim

n→∞
xn = a ⇒ lim

n→∞
f(xn) = g.

� Niech a ∈ R b ↪edzie punktem skupienia zbioru D ∩ (−∞, a) i niech g ∈ R̃. Mówimy, że g

jest granic ↪a lewostronn ↪a funkcji f w punkcie a (zapis: limx→a− f(x) = g lub f(x)
x→a−→ g lub

f(a−) = g) ⇔
∀{xn}⊂D∩(−∞,a) lim

n→∞
xn = a ⇒ lim

n→∞
f(xn) = g.

Twierdzenie 5.1 (definicja Cauchy’ego granic jednostronnych funkcji).

� Niech a ∈ R b ↪edzie punktem skupienia zbioru D ∩ (a,∞).

Gdy g ∈ R, to lim
x→a+

f(x) = g ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < x− a < δ ⇒ |f(x)− g| < ε.

Gdy g = +∞, to lim
x→a+

f(x) = +∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < x− a < δ ⇒ f(x) > G.

Gdy g = −∞, to lim
x→a+

f(x) = −∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < x− a < δ ⇒ f(x) < −G.

� Niech a ∈ R b ↪edzie punktem skupienia zbioru D ∩ (−∞, a).

Gdy g ∈ R, to lim
x→a−

f(x) = g ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D − δ < x− a < 0⇒ |f(x)− g| < ε.

Gdy g = +∞, to lim
x→a−

f(x) = +∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D − δ < x− a < 0⇒ f(x) > G.

Gdy g = −∞, to lim
x→a−

f(x) = −∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D − δ < x− a < 0⇒ f(x) < −G.

Twierdzenie 5.2. Odpowiedniki twierdzeń o dwóch i trzech funkcjach s ↪a także prawdziwe dla granic
jednostronnych.

Twierdzenie 5.3. Jeśli g ∈ R̃ i a jest punktem skupienia zbiorów D ∩ (a,∞) i D ∩ (−∞, a), to

lim
x→a

f(x) = g ⇔ lim
x→a+

f(x) = lim
x→a−

f(x) = g.

Definicja. Prosta o równaniu x = a, gdzie a ∈ R, nazywa si ↪e

� asymptot ↪a pionow ↪a lewostronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ limx→a− f(x) = ±∞;

� asymptot ↪a pionow ↪a prawostronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ limx→a+ f(x) = ±∞;

� asymptot ↪a pionow ↪a obustronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ jest jej asymptot ↪a pionow ↪a lewostronn ↪a i
prawostronn ↪a.

Definicja. Prosta o równaniu y = b, gdzie b ∈ R, nazywa si ↪e

� asymptot ↪a poziom ↪a lewostronn ↪a funkcji y = f(x)⇔ limx→−∞(f(x)−b) = 0⇔ limx→−∞ f(x) = b;

� asymptot ↪a poziom ↪a prawostronn ↪a funkcji y = f(x)⇔ limx→∞(f(x)−b) = 0⇔ limx→∞ f(x) = b;

� asymptot ↪a poziom ↪a obustronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ jest jej asymptot ↪a poziom ↪a lewostronn ↪a i
prawostronn ↪a.
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Definicja. Prosta o równaniu y = mx+ k, gdzie m ∈ R \ {0} i k ∈ R, nazywa si ↪e

� asymptot ↪a ukośn ↪a lewostronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ limx→−∞[f(x)− (mx+ k)] = 0;

� asymptot ↪a ukośn ↪a prawostronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ limx→∞[f(x)− (mx+ k)] = 0;

� asymptot ↪a ukośn ↪a obustronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ jest jej asymptot ↪a ukośn ↪a lewostronn ↪a i pra-
wostronn ↪a.

Twierdzenie 5.4. Prosta o równaniu y = mx+ k, gdzie m ∈ R \ {0} i k ∈ R, jest asymptot ↪a ukośn ↪a

lewostronn ↪a funkcji y = f(x) ⇔ m = limx→−∞
f(x)
x i k = limx→−∞[f(x)−mx].

Prosta o równaniu y = mx+ k, gdzie m ∈ R \ {0} i k ∈ R, jest asymptot ↪a ukośn ↪a prawostronn ↪a funkcji

y = f(x) ⇔ m = limx→∞
f(x)
x i k = limx→∞[f(x)−mx].

Definicja (Heinego ci ↪ag lości funkcji).
Funkcja f jest ci ↪ag la w punkcie a ∈ D ⇔ ∀{xn}⊂D lim

n→∞
xn = a⇒ lim

n→∞
f(xn) = f(a).

Twierdzenie 5.5 (definicja Cauchy’ego ci ↪ag lości funkcji).
Funkcja f jest ci ↪ag la w punkcie a ∈ D ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D |x−a| < δ ⇒ |f(x)−f(a)| < ε.

Twierdzenie 5.6. Funkcja f jest ci ↪ag la w punkcie a ∈ D b ↪ed ↪acym punktem skupienia zbioru D ⇔
limx→a f(x) = f(a).

Definicja. Mówimy, że f jest ci ↪ag la ⇔ jest ci ↪ag la w każdym punkcie swojej dziedziny ⇔

∀a∈D ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε.
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