
Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 6

Wyk lad 6: Funkcje ci ↪ag le

Twierdzenie 6.1. Jeśli f, g : D → R, gdzie D ⊂ R, s ↪a ci ↪ag le w punkcie a ∈ D, to

� f + g, f − g i fg s ↪a funkcjami ci ↪ag lymi w punkcie a;

�
f
g jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a w punkcie a jeśli tylko ∀x∈D g(x) 6= 0.

Twierdzenie 6.2 (o ci ↪ag lości z lożenia).
Z lożenie funkcji ci ↪ag lych jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a, dok ladniej jeśli D1, D2 ⊂ R i f : D1 → D2, g : D2 → R
oraz f jest ci ↪ag la w punkcie a ∈ D1 i g jest ci ↪ag la w punkcie f(a) ∈ D2, to g ◦ f jest ci ↪ag la
w punkcie a.

Twierdzenie 6.3 (o ci ↪ag lości funkcji odwrotnej).
Jeśli P to przedzia l i f : P → Y ⊂ R jest ci ↪ag la i odwracalna, to funkcja odwrotna f−1 : Y → P
też jest ci ↪ag la.

Do funkcji elementarnych b ↪edziemy zaliczać:

1. wielomiany: w(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0,

2. funkcje wymierne, tzn. ilorazy wielomianów,

3. funkcj ↪e pierwiastek: n
√
x, gdzie n ∈ N,

4. funkcje trygonometryczne i cyklometryczne,

5. funkcj ↪e wyk ladnicz ↪a: ax, gdzie a ∈ (0,∞),

6. funkcj ↪e logarytmiczn ↪a: loga x, gdzie a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞).

Definicja. Niech x ∈ R.

� Jeśli a ∈ [1,∞), to ax := sup{aq : q ∈ Q ∧ q ≤ x}.

� Jeśli a ∈ (0, 1), to ax := 1

( 1
a)

x .

Twierdzenie 6.4 (w lasności pot ↪egowania).

1. Jeśli a, b > 0 i x, y ∈ R, to ax+y = axay, axy = (ax)y i (ab)x = axbx.

2. Jeśli a ∈ (1,∞), to funkcja f : R→ R, f(x) = ax jest rosn ↪aca i jej zbiór wartości to (0,∞).

3. Jeśli a ∈ (0, 1), to funkcja f : R→ R, f(x) = ax jest malej ↪aca i jej zbiór wartości to (0,∞).

Definicja. Niech a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞). Funkcja logarytmiczna f : (0,∞) → R, f(x) = loga x, to
funkcja odwrotna do funkcji wyk ladniczej g : R 7→ (0,∞), g(x) = ax.

Twierdzenie 6.6 (w lasności logarytmu). Jeśli a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), x > 0, y > 0 i p ∈ R, to

1. loga 1 = 0 i loga a = 1,

2. loga x + loga y = loga(xy),

3. loga x− loga y = loga
x
y ,

4. loga x
p = p loga x,

5. xp = ep lnx, gdzie lnx := loge x,

6. loga x = logd x
logd a dla dowolnego d ∈ (0, 1) ∪ (1,∞).
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Twierdzenie 6.8. Każda funkcja elementarna jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a.

Definicja. Funkcjami hiperbolicznymi nazywamy nast ↪epuj ↪ace funkcje:

sinhx :=
ex − e−x

2
dla x ∈ R,

coshx :=
ex + e−x

2
dla x ∈ R,

tghx :=
sinhx

coshx
dla x ∈ R,

ctghx :=
coshx

sinhx
dla x ∈ R \ {0}.

Uwaga. Funkcja pot ↪egowa f : (0,∞)→ R, f(x) = xp, gdzie p ∈ R, jest funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a.

Twierdzenie 6.9. Jeśli {an} jest ci ↪agiem o wyrazach dodatnich i an → a ∈ (0,∞) i bn → b ∈ R,
to abnn → ab.
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