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Wyklad 6: Funkcje ciagle

Twierdzenie 6.1. Jesli f,g: D — R, gdzie D C R, sa ciagle w punkcie a € D, to

e f+g,f—gi fgsafunkcjami ciaglymi w punkcie a;

. 5 jest funkcja ciagla w punkcie a jesli tylko Vyep g(z) # 0.
Twierdzenie 6.2 (o ciaglodci zlozenia).
Ztozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagla, doktadniej jesli D1, Do C Ri f: Dy — Dy, g: Da — R
oraz f jest ciagla w punkcie a € Dj i g jest ciagla w punkcie f(a) € Ds, to g o f jest ciagla
w punkcie a.

Twierdzenie 6.3 (o ciaglosci funkcji odwrotnej).
Jedli P to przedziali f : P — Y C R jest ciagla i odwracalna, to funkcja odwrotna f~!:Y — P
tez jest ciagla.

Do funkcji elementarnych bedziemy zaliczaé:

1. wielomiany: w(z) = ap2™ + ap_12" "1 + ... + a1z + ao,

2. funkcje wymierne, tzn. ilorazy wielomianéw,

3. funkcje pierwiastek: ¢z, gdzie n € N,

4. funkcje trygonometryczne i cyklometryczne,

5. funkcje wykladnicza: a*, gdzie a € (0, 0),

6. funkcje logarytmiczna: log, x, gdzie a € (0,1) U (1, c0).
Definicja. Niech x € R.

e Jedlia € [1,00), to a” :=sup{a?: g€ QA q < z}.

o Jedlia € (0,1), to a” := ﬁ
Twierdzenie 6.4 (wlasnosci potegowania).

1. Jeslia,b>01iz,y €R, toa™¥ =a"a¥, a™¥ = (a®) i (ab)® = a®b".

2. Jedli a € (1,00), to funkcja f: R — R, f(x) = a” jest rosnaca i jej zbidr wartosci to (0, 00).

3. Jedli a € (0,1), to funkcja f: R — R, f(z) = a” jest malejaca i jej zbidr wartosci to (0, c0).

Definicja. Niech a € (0,1) U (1,00). Funkcja logarytmiczna f : (0,00) — R, f(x) = log, z, to
funkcja odwrotna do funkcji wykladniczej g : R — (0, 00), g(x) = a”.

Twierdzenie 6.6 (wlasnodci logarytmu). Jedli a € (0,1) U (1,00), 2 >0,y >0ip € R, to
1. log,1=0ilog,a=1,
2. log, x +log, y = log,(zy),
3. log, v — log, y = log, 57
4. log, 2P = plog, x,

5. 2P = eP"? gdzie Inz := log, ,

6. log, x = izgji dla dowolnego d € (0,1) U (1, 00).
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Twierdzenie 6.8. Kazda funkcja elementarna jest funkcja ciagla.

Definicja. Funkcjami hiperbolicznymi nazywamy nastepujace funkcje:

r _ —T
sinhz := % dla z € R,
x —X
coshz : % dla z € R,
inh
tghz = 2% dla gz € R,
cosh x
h
ctghz := coS1T

dl € R\ {0}.
sinh x at \ {0}
Uwaga. Funkcja potegowa f : (0,00) — R, f(z) = aP, gdzie p € R, jest funkcja ciagla

Twierdzenie 6.9. Jesli {a,} jest ciagiem o wyrazach dodatnich i a,, — a € (0,00) 1 b, - b € R,
to af’f — ab



