
Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 7

Wyk lad 7: W lasności funkcji cia̧g lych. Jednostajna ci ↪ag lość funkcji

W LASNOŚCI FUNKCJI CI ↪AG LYCH

Definicja. Mówimy, że funkcja f : [a, b] 7→ R ma w lasność Darboux ⇔

f(a) 6= f(b) ⇒ ∀c leż ↪acego pomi ↪edzy f(a) i f(b) ∃x0∈(a,b) f(x0) = c.

Twierdzenie 7.1. Każda funkcja ci ↪ag la f : [a, b]→ R ma w lasność Darboux.

Twierdzenie 7.2 (Weierstrassa I).
Jeśli f : [a, b]→ R jest ci ↪ag la, to jest ograniczona, tzn. ∃K∈R ∀x∈[a,b] |f(x)| ≤ K.

Twierdzenie 7.3 (Weierstrassa II).
Jeśli f : [a, b]→ R jest ci ↪ag la, to przyjmuje wartość najmniejsz ↪a i najwi ↪eksz ↪a (osi ↪aga swoje kresy),
tzn.

∃xm,xM∈[a,b] f(xm) = inf
x∈[a,b]

f(x) i f(xM ) = sup
x∈[a,b]

f(x).

JEDNOSTAJNA CIA̧G LOŚĆ FUNKCJI

Poniżej zak ladamy, że D ⊂ R.

Definicja. Funkcja f : D → R jest jednostajnie ci ↪ag la ⇔

∀ε>0 ∃δ>0 ∀x,y∈D |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Uwaga 7.1. Jeśli f : D → R jest jednostajnie ci ↪ag la, to jest ci ↪ag la.

Twierdzenie 7.4 (Cantora).
Jeśli f : [a, b]→ R jest ci ↪ag la, to jest jednostajnie ci ↪ag la.

Definicja. Funkcja f : D → R spe lnia warunek Lipschitza na D ⇔

∃L>0 ∀x,y∈D |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

Twierdzenie 7.5. Jeśli f : D → R spe lnia warunek Lipschitza na D, to jest jednostajnie ci ↪ag la.
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