Skréty wyktadéw z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyktad 7

Wyklad 7: Wlasnosci funkcji ciaglych. Jednostajna ciaglo$é funkcji

WLASNOSCI FUNKCJI CIAGLYCH

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : [a,b] — R ma wlasno$é Darboux <

f(a) a f(b) = V. lezacego pomiedzy f(a) i f(b) 3$0€(a,b) f(.r()) =c.
Twierdzenie 7.1. Kazda funkcja ciagla f : [a,b] — R ma whasno$¢ Darboux.

Twierdzenie 7.2 (Weierstrassa I).
Jesli f : [a,b] — R jest ciagta, to jest ograniczona, tzn. 3xer Vaepy |f(2)| < K.

Twierdzenie 7.3 (Weierstrassa II).
Jesli f : [a,b] — R jest ciagla, to przyjmuje warto$¢ najmniejsza i najwieksza (osiaga swoje kresy),
tzn.

Elzm,zME[a,b} f(wm) = inf f((L') i f(wM) = Ssup f(l')
velat celat]

JEDNOSTAJNA CIAGLOSC FUNKCJI

Ponizej zakladamy, ze D C R.

Definicja. Funkcja f: D — R jest jednostajnie ciagla <

v€>0 EI5>0 vatt,yED |l‘ - y| < 0= |f(:L‘) - f(y)| <e.
Uwaga 7.1. Jesli f: D — R jest jednostajnie ciagla, to jest ciagla.

Twierdzenie 7.4 (Cantora).
Jesli f : [a,b] — R jest ciagla, to jest jednostajnie ciagla.

Definicja. Funkcja f : D — R spelnia warunek Lipschitza na D <

>0 Vayen [f(2) = f(y)| < Llz —yl.

Twierdzenie 7.5. Jedli f: D — R spelia warunek Lipschitza na D, to jest jednostajnie ciagta.



