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Wyk lad 8: Pochodna funkcji jednej zmiennej

Definicja. Punkt x0 nazywamy punktem wewn ↪etrznym zbioru D ⊂ R ⇔

∃δ>0 (x0 − δ, x0 + δ) ⊂ D.

Przez ca ly wyk lad b ↪edziemy zak ladać (chyba, że b ↪edzie powiedziane inaczej), że D ⊂ R, f : D → R
i x0 to punkt wewn ↪etrzny zbioru D.

Definicja. Jeśli istnieje skończona granica

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

to nazywamy j ↪a pochodn ↪a funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy f ′(x0) lub df
dx(x0). Funkcj ↪e f nazy-

wamy wtedy różniczkowaln ↪a w punkcie x0.

Prosta styczna.
Jeśli f jest różniczkowalna w punkcie x0, to istnieje prosta styczna do wykresu funkcji y = f(x)
w punkcie (x0, f(x0)). Równanie tej prostej stycznej to

y − y0 = f ′(x0)(x− x0), gdzie y0 = f(x0).

Twierdzenie 8.1 (warunek konieczny różniczkowalności).
Jeśli f jest różniczkowalna w punkcie x0, to jest ci ↪ag la w punkcie x0.

Uwaga 8.1. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 8.1 jest fa lszywe, tzn. funkcja ci ↪ag la w punkcie
x0 nie musi być różniczkowalna w x0.

Definicja. Funkcja f jest różniczkowalna w zbiorze D ⇔ ∀x∈D f jest różniczkowaln ↪a w punkcie x.
Wtedy możemy mówić o funkcji f ′ : D → R, która x 7→ f ′(x).

Twierdzenie 8.2 (o dzia laniach arytmetycznych na pochodnych).
Jeśli f, g : D → R s ↪a różniczkowalne w punkcie x0, to

1. f + g też jest różniczkowalna w punkcie x0 i (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0);

2. f − g też jest różniczkowalna w punkcie x0 i (f − g)′(x0) = f ′(x0)− g′(x0);

3. f · g też jest różniczkowalna w punkcie x0 i (fg)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g
′(x0);

4. f
g też jest różniczkowalna w x0 i

(
f
g

)′
(x0) = f ′(x0)g(x0)−f(x0)g′(x0)

(g(x0))2
jeśli tylko ∀x∈D g(x) 6= 0.

Twierdzenie 8.3 (o różniczkowaniu z lożenia).
JeśliD1, D2 ⊂ R i f : D1 → D2 i g : D2 → R oraz f jest różniczkowalna w x0 - punkcie wewnȩtrznym
D1 i g jest różniczkowalna w f(x0) - punkcie wewnȩtrznym D2, to g◦f jest różniczkowalna w punkcie
x0 i

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0))f
′(x0).

Twierdzenie 8.4 (o różniczkowaniu funkcji odwrotnej).
Jeśli f jest cia̧g la i ścísle monotoniczna w pewnym otoczeniu punktu x0 (tzn. w pewnym zbiorze
(x0 − δ, x0 + δ), gdzie δ > 0) i ma w punkcie x0 pochodna̧ f ′(x0) 6= 0, to f−1 jest różniczkowalna
w punkcie y0 = f(x0) i

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.
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Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 8

Twierdzenie 8.5 (o pochodnych funkcji elementarnych).

1. (const)′ = 0;

2. (xn)′ = nxn−1 dla x ∈ R i n ∈ N (przyjmujemy tutaj 00 = 1);

3. (x−n)′ = −nx−n−1 dla x ∈ R \ {0} i n ∈ N;

4. � (sinx)′ = cosx dla x ∈ R;

� (cosx)′ = − sinx dla x ∈ R;

� (tg x)′ = 1
cos2 x

dla x ∈ R \ {π2 + kπ : k ∈ Z};
� (ctg x)′ = −1

sin2 x
dla x ∈ R \ {kπ : k ∈ Z};

5. (lnx)′ = 1
x dla x ∈ (0,∞)

ogólniej: (ln |x|)′ = 1
x dla x ∈ R \ {0};

6. (ex)′ = ex dla x ∈ R;

7. (xα)′ = αxα−1 dla x ∈ (0,∞) i α ∈ R;

8. � (arcsinx)′ = 1√
1−x2 dla x ∈ (−1, 1);

� (arccosx)′ = −1√
1−x2 dla x ∈ (−1, 1);

� (arctg x)′ = 1
1+x2

dla x ∈ R;

� (arcctg x)′ = −1
1+x2

dla x ∈ R.

Z twierdzeń 8.2.3 i 8.5.1 wynika, że jeśli c ∈ R i f : D → R jest różniczkowalna w punkcie x0,
to cf też jest różniczkowalna w punkcie x0 i (cf)′(x0) = cf ′(x0).

POCHODNE JEDNOSTRONNE

W poniższej definicji nie zak ladamy, że x0 jest punktem wewnȩtrznym zbioru D.

Definicja (pochodnej lewostronnej i prawostronnej).

� Jeśli ∃δ>0 (x0 − δ, x0] ⊂ D oraz istnieje skończona granica

lim
x→x−0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

to nazywamy j ↪a pochodn ↪a lewostronna̧ funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy f ′−(x0).

� Jeśli ∃δ>0 [x0, x0 + δ) ⊂ D oraz istnieje skończona granica

lim
x→x+0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
,

to nazywamy j ↪a pochodn ↪a prawostronna̧ funkcji f w punkcie x0 i oznaczamy f ′+(x0).

Twierdzenie 8.6 (warunek konieczny i dostateczny różniczkowalności).
Funkcja f jest różniczkowalna w punkcie x0 ⇔

(
istnieja̧ f ′−(x0) i f ′+(x0) i f ′−(x0) = f ′+(x0)

)
.

W przypadku różniczkowalności mamy f ′(x0) = f ′−(x0) = f ′+(x0).

POCHODNE WYŻSZYCH RZȨDÓW

Definicja. Pochodn ↪a n-tego rzȩdu funkcji f w punkcie x0 definiujemy rekurencyjnie:{
f (0)(x0) = f(x0)

f (n)(x0) = (f (n−1))′(x0) dla n ≥ 1.

Funkcjȩ, która ma pochodn ↪a n-tego rzȩdu na przedziale, nazywamy n-krotnie różniczkowalna̧ na
tym przedziale.
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