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Wyklad 8: Pochodna funkcji jednej zmiennej

Definicja. Punkt xy nazywamy punktem wewnetrznym zbioru D C R &

Js>0 (w0 — 9,20 +0) C D.

Przez caly wyklad bedziemy zakladaé (chyba, ze bedzie powiedziane inaczej), ze D C R, f : D - R
i xg to punkt wewnetrzny zbioru D.

Definicja. Jedli istnieje skoriczona granica

lim f(x) = fwo) _ lim f(zo+h) — f(zo)

T—xo T — xq h—0 h

)

to nazywamy ja pochodna funkcji f w punkcie g i oznaczamy f’(xo) lub %(xo). Funkcje f nazy-
wamy wtedy rézniczkowalng w punkcie zg.

Prosta styczna.
Jedli f jest rézniczkowalna w punkcie xg, to istnieje prosta styczna do wykresu funkcji y = f(x)
w punkcie (zg, f(zo)). Réwnanie tej prostej stycznej to

y—1yo = f'(x0)(x — x0), gdzie yo = f(xo)-

Twierdzenie 8.1 (warunek konieczny rézniczkowalnosci).
Jedli f jest rozniczkowalna w punkcie xg, to jest ciagla w punkcie zg.

Uwaga 8.1. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia 8.1 jest falszywe, tzn. funkcja ciagta w punkcie
g nie musi by¢ rézniczkowalna w xq.

Definicja. Funkcja f jest rézniczkowalna w zbiorze D < V,.cp f jest rézniczkowalna w punkcie x.
Wtedy mozemy méwié o funkeji f: D — R, ktéra x — f'(x).

Twierdzenie 8.2 (o dzialaniach arytmetycznych na pochodnych).
Jedli f,g: D — R sa rézniczkowalne w punkcie xg, to

1. f+ g tez jest rézniczkowalna w punkcie zg i (f + g)'(xo) = f/'(zo) + ¢'(x0);
2. f — g tez jest rézniczkowalna w punkcie xo i (f — g)'(z0) = f'(z0) — ¢'(z0);

3. [ g tez jest rézniczkowalna w punkcie zg i (fg) (xo) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (z0);

/ 7 ’
4. 5 tez jest rézniczkowalna w xg i (5) (xo) = ! (Io)g(fg();)];)(fo)g (20) jesli tylko Vpep g(x) # 0.
Twierdzenie 8.3 (o rézniczkowaniu zlozenia).
Jesli D1, Dy CRif: Dy — Deig: Dy — Roraz f jest rézniczkowalna w xg - punkcie wewnetrznym
D i g jest rézniczkowalna w f(z) - punkcie wewnetrznym Do, to go f jest rézniczkowalna w punkcie
i) 1

(g0 f) (o) = ¢'(f(z0)) f'(z0)-

Twierdzenie 8.4 (o rézniczkowaniu funkcji odwrotnej).

Jedli f jest ciagla i Sci$le monotoniczna w pewnym otoczeniu punktu xy (tzn. w pewnym zbiorze
(xg — 0,20 + 6), gdzie § > 0) i ma w punkcie 29 pochodna f'(zg) # 0, to f~! jest rézniczkowalna
w punkcie yo = f(xg) i .

—1y/ _
(f ) (yO) - f/(xo)'
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Twierdzenie 8.5 (o pochodnych funkcji elementarnych).
1. (const) = 0;
2. (z") =na" ' dlaz € Rin €N (przyjmujemy tutaj 0° = 1);
3. (7 = —nr ™ tdlax e R\ {0} ineN;

4. e (sinz) =cosz dla z € R;
e (cosz) = —sinz dlaz € R;
o (tgz) = L dlaz e R\ {5 +kr:keZ}
e (ctgx) = 51;21:1: dlaz e R\ {kr:keZ};

5 (Inz) =1 dlaz € (0,00)

ogélniej: (Inz]) =L dlaxz € R\ {0}

6. () =e" dlax € R;

7. (2%) =zt dlaz € (0,00) i a € R;

8. e (arcsinz) = \/11_7 dlaz € (—1,1);
e (arccosz) = 1__1$2 dla z € (—1,1);
e (arctgx) = Hle dla z € R;
e (arcctgz) = 1;3132 dla z € R.

7 twierdzen 8.2.3 i 8.5.1 wynika, ze jeSli c€ Ri f: D — R jest rézniczkowalna w punkcie z,
to cf tez jest rézniczkowalna w punkcie zg i (¢f) (xo) = cf’(z0).

POCHODNE JEDNOSTRONNE
W ponizszej definicji nie zakladamy, ze zg jest punktem wewnetrznym zbioru D.
Definicja (pochodnej lewostronnej i prawostronnej).

e Jesli 35> (xg — 0, x0] C D oraz istnieje skoniczona granica

lim fz) = fzo) _ lim f(zo+h) — f(zo)

ooy T — To h—0— h

9

to nazywamy ja pochodna lewostronna funkeji f w punkcie xqg i oznaczamy f’ (zg).

o Jesli 550 [xo, z0 + 0) C D oraz istnieje skoriczona granica

lim f(@) = fwo) _ lim f(zo+h) — f(zo)

oz T — Zo h—0+ h

)

to nazywamy ja pochodng prawostronna funkcji f w punkcie zq i oznaczamy fjr (o).

Twierdzenie 8.6 (warunek konieczny i dostateczny rézniczkowalnosci).
Funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie zg < (istnieja [/ (zo) i fi(20) i f.(20) = f}(20)) -
W przypadku rézniczkowalnosci mamy f'(zo) = f/ (z0) = f(20)-

POCHODNE WYZSZYCH RZEDOW

Definicja. Pochodng n-tego rzedu funkcji f w punkcie g definiujemy rekurencyjnie:
fO(zg) = f(zo)
) (xg) = (f(”*l))’(xo) dlan > 1.

Funkcje, ktéra ma pochodna n-tego rzedu na przedziale, nazywamy n-krotnie rézniczkowalna na
tym przedziale.




