
Skróty wyk ladów z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Wyk lad 9

Wyk lad 9: Twierdzenie Rolle’a i twierdzenie Lagrange’a oraz regu la de l’Hospitala

Twierdzenie 9.1 (Rolle’a).
Jeśli funkcja f jest cia̧g la w przedziale [a, b] i różniczkowalna w przedziale (a, b) oraz f(a) = f(b),
to istnieje punkt c ∈ (a, b) taki, że f ′(c) = 0.

Twierdzenie 9.2 (Lagrange’a o wartości średniej).
Jeśli funkcja f jest cia̧g la w przedziale [a, b] i różniczkowalna w przedziale (a, b), to

∃c∈(a,b) f ′(c) =
f(b) − f(a)

b− a
.

WNIOSKI Z TWIERDZENIA LAGRANGE’A:

Wniosek 9.1.
∀x∈(a,b) f ′(x) = 0 ⇐⇒ f jest sta la w przedziale (a, b).

Wniosek 9.2.

∀x∈(a,b) f ′(x) > 0 =⇒ f jest rosna̧ca w przedziale (a, b).

Wniosek 9.3.

∀x∈(a,b) f ′(x) < 0 =⇒ f jest maleja̧ca w przedziale (a, b).

We wnioskach 9.2 i 9.3, implikacji nie można zasta̧pić równoważnościa̧, mamy natomiast:

Twierdzenie 9.3.

f jest niemaleja̧ca i różniczkowalna w przedziale (a, b) ⇐⇒ ∀x∈(a,b) f ′(x) ≥ 0.

Twierdzenie 9.4.

f jest nierosna̧ca i różniczkowalna w przedziale (a, b) ⇐⇒ ∀x∈(a,b) f ′(x) ≤ 0.

Uwaga 9.1. Wnioski 9.1, 9.2 i 9.3 oraz twierdzenia 9.3 i 9.4 pozostaja̧ prawdziwe jeśli przedzia l
(a, b) zasta̧pimy przedzia lem nieograniczonym (a,∞), (−∞, b) lub (−∞,∞).

Twierdzenie 9.5 (de l’Hospitala).
Jeśli

� x0 ∈ (a, b),

� funkcje f, g : (a, b) \ {x0} → R sa̧ różniczkowalne w (a, b) \ {x0},

� ∀x∈(a,b)\{x0} g(x) ̸= 0 i g′(x) ̸= 0,

� limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) = 0 lub limx→x0 g(x) = ±∞,

� istnieje granica limx→x0

f ′(x)
g′(x) (skończona lub nieskończona),

to istnieje granica limx→x0

f(x)
g(x) i limx→x0

f(x)
g(x) = limx→x0

f ′(x)
g′(x) .

Uwaga 9.2. Twierdzenie de l’Hospitala jest prawdziwe także dla granic jednostronnych, a także
dla granic w ∞ oraz w −∞, z tym, że na przyk lad w przypadku granicy w ∞ trzeba za lożyć, że
funkcje f, g : (a,∞) → R sa̧ różniczkowalne w (a,∞) oraz, że ∀x∈(a,∞) g(x) ̸= 0 i g′(x) ̸= 0.
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