
Zadania domowe z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Czȩść 1

Zadania domowe z Analizy Matematycznej II - czȩść 1
(ca lka Riemanna, ca lki niew laściwe, zastosowania geometryczne ca lek,

szeregi liczbowe)

Zadanie 1. Obliczyć nastȩpuja̧ce granice:
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Zadanie 2. Udowodnić, że jeśli funkcja f jest cia̧g la na przedziale [−1, 1], to∫ π

−π

f(sinx)dx =

∫ 2π

0

f(sinx)dx.

Zadanie 3. Nie wykonuja̧c żadnych rachunków wyznaczyć wartości ca lek:

(a)

∫ π

−π

sin(2x)

1 + cos2 x
dx, (b)

∫ √
2

−
√
2

(x3 − 2x)e|x|dx.

Zadanie 4. Obliczyć podane ca lki niew laściwe lub wykazać, że sa̧ rozbieżne:

(a)

∫ ∞
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√
x
, (b)
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, (c)
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dx,

(d)

∫ 0
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e3xx2dx, (e)

∫ ∞
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e−3x sin 2xdx, (f)
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,
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, (h)
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∫ ∞

1

dx

x3 + x2 + x
, (k)

∫ 1

−1

dx
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Zadanie 5. Zbadać zbieżność ca lek niew laściwych:

(a)

∫ 2π

0

2 + sinx− 3 cosx√
x

dx, (b)

∫ 0

−∞

(x− 1)4

e−x2 + 1
dx.

Zadanie 6. Obliczyć pola obszarów ograniczonych liniami:

(a) y = 4x− x2 i x + y = 0, (b) y = 6
√
x i y = x + 8,

(c) y =
8

x2(x2 + 16)
, x = 1, x = 3, y = 0, (d) y = arcsinx, x = −1, x = 1, y = 0,

(e) y =
x2

2
i y =

1

1 + x2
.
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Zadanie 7. Udowodnić, że pole powierzchni elipsy o równaniu x2

a2 + y2

b2 = 1 dane jest wzorem P = πab.

Zadanie 8. Obliczyć pole obszaru leża̧cego wewna̧trz kardioidy r = 1 − cos θ i na zewna̧trz okrȩgu r = 1.

Zadanie 9. Obliczyć pola obszarów ograniczonych krzywymi o równaniach

(a) r = sin2 θ, (b) (x2 + y2)2 = x2 + 4y2.

Zadanie 10. Obliczyć d lugości  luków krzywych danych poniższymi funkcjami:

(a) y =
√

1 − x2 dla 0 ≤ x ≤ 0, 5, (b) y =
√
x− x2 + arcsin

√
x dla x ∈ [1/9, 4/9] ,

(c) y = ln(1 − x2) dla 0 ≤ x ≤ 0, 5.

Zadanie 11. Obliczyć objȩtość bry ly powsta lej przez obrót dooko la osi OX

(a) krzywej y = tgx, 0 ≤ x ≤ π

4
, (b) pó lokrȩgu o równaniu x2 + y2 = 2y, 0 ≤ y ≤ 1.

Zadanie 12. Czy podane szeregi sa̧ zbieżne? Jeśli tak, wyznaczyć ich sumȩ.

(a)

∞∑
n=1

1

(2n− 1)(2n + 1)
, (b)

∞∑
n=1

ln
(2n + 1)n

(n + 1)(2n− 1)
,

ODPOWIEDZI:

1. (a)
∫ 1

0
53xdx = 124

3 ln 5 (b)
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0
3
√
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4 (c) 1
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3 (d)

∫ 1

0
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(e)
∫ 1

0
arctgxdx = π

4 − ln 2
2 (f)
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0
ln(1 + 2x)dx = 3 ln 3
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3 ln 3
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)
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√
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e

2.
∫ π

−π
f(sinx)dx =

∫ 0

−π
f(sinx)dx +

∫ π

0
f(sinx)dx∫ 0

−π
f(sinx)dx =

∫ 0

−π
f(sin(x + 2π))dx = {t = x + 2π} =

∫ 2π

π
f(sin t)dt =
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f(sinx)dx

Sta̧d
∫ π

−π
f(sinx)dx =

∫ 2π

π
f(sinx)dx +

∫ π

0
f(sinx)dx =

∫ 2π

0
f(sinx)dx

3. WSKAZÓWKA: Wystarczy zauważyć, że funkcje podca lkowe sa̧ nieparzyste.

4. (a) π
√
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√
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(g) limS→0+ [arcsin(x− 1)]
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(h) 0 (zastosować podstawienie: t = x2)
(i) ca lka rozbieżna
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(k) ca lka rozbieżna, ponieważ
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i np. ca lka
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jest rozbieżna, co wynika z kryterium porównawczego:

∀x∈(0, 12 ]
1
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≥ 1
x > 0 oraz
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x = ∞

5. (a) zbieżna bezwzglȩdnie (b) rozbieżna
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2 .

10. (a)
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