
Zadania domowe z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Czȩść 2

Zadania domowe z Analizy Matematycznej II - czȩść 2
(szeregi liczbowe, cia̧gi i szeregi funkcyjne, sumowanie szeregów i rozwijanie

funkcji w szereg, przestrzenie metryczne, zasada Banacha)

Zadanie 1. Zbadać zbieżność szeregów:
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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∞∑
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.

Zadanie 2. (a) Za lóżmy, że ∀n∈N an ≥ 0 i bn > 0 oraz że limn→∞
an

bn
= ∞. Czy wówczas

� ze zbieżności szeregu
∑∞

n=1 an wynika zbieżność szeregu
∑∞

n=1 bn,

� ze zbieżności szeregu
∑∞

n=1 bn wynika zbieżność szeregu
∑∞

n=1 an?

Odpowiedź uzasadnić.

(b) Wykazać, że jeśli szeregi
∑∞

n=1 a
2
n i

∑∞
n=1 b

2
n sa̧ zbieżne, to zbieżny jest również szereg

∑∞
n=1 |anbn|. Wyko-

rzystuja̧c ten fakt pokazać, że ze zbieżności szeregu
∑∞

n=1 a
2
n wynika zbieżność szeregu

∑∞
n=1

|an|
n .

Zadanie 3. Dla jakich rzeczywistych α podane szeregi sa̧ zbieżne?

(a)

∞∑
n=2

1

nα lnn
, (b)

∞∑
n=1

n2α sin
1

n5
.

Zadanie 4. Zbadać czy nastȩpuja̧ce szeregi sa̧ zbieżne warunkowo:

(a)

∞∑
n=1

(−1)n+1 (2n + 1)2n

(n3 + 1)n
, (b)

∞∑
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∞∑
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(d)

∞∑
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4
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∞∑
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2n
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∞∑
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[3 − (−1)n] cos(n− 1)π
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.

Zadanie 5. Zbadać punktowa̧ i jednostajna̧ zbieżność nastȩpuja̧cych cia̧gów funkcyjnych

(a) fn(x) = nxe−n2x, x ∈ [0,∞), (b) fn(x) =
√
x + n + 1 −

√
x + n, x ≥ 0,

(c) fn(x) = x +
sin(nx)

n
, x ∈ R, (d) fn(x) = nx(1 − x)n, x ∈ [0, 1],

(e) f(x) = nx(1 − x)n, x ∈ [a, 1], gdzie a ∈ (0, 1), (f) fn(x) = n
√

2n + 3nx, x ∈ [0,∞),

(g) fn(x) = arctg
2x

x2 + n3
, x ∈ R.

Zadanie 6. Udowodnić zbieżność jednostajna̧ na R nastȩpuja̧cych szeregów funkcyjnych

(a)

∞∑
n=1

sinnx
3
√
n4 + x2

, (b)

∞∑
n=1

e−n2x2

n2
.
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Zadanie 7. Pokazać, że szereg funkcyjny
∑∞

n=1(2n−1
√

1 + nx)−1 jest zbieżny jednostajnie na przedziale [0,∞).

Zadanie 8. Wyznaczyć zbiory punktów zbieżności nastȩpuja̧cych szeregów

(a)

∞∑
n=0

3n√
2n + 5

xn, (b)

∞∑
n=1

n!xn,

(c)

∞∑
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(n− 1)3n−1xn−1, (d)

∞∑
n=0

√
n

(2n + 1)8n
x3n+2,

(e)

∞∑
n=1

√
n2 + 2 − n

3n
(x− 1)n, (f)

∞∑
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lnn

n
xn+1,

(g)

∞∑
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n
xn, (h)

∞∑
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(x− 1)2n

2nn3
,

(i)

∞∑
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n

n + 1

(
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x
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.

Zadanie 9. Wyznaczyć promienie zbieżności szeregów potȩgowych

(a)

∞∑
n=1

(n!)3

(3n)!
xn, (b)

∞∑
n=1

n!x2n

nn
.

⋆ Czy szeregi te sa̧ zbieżne na końcach swoich przedzia lów zbieżności?

Zadanie 10. Wyznaczyć sumy i zbiory punktów zbieżności nastȩpuja̧cych szeregów.

(a)

∞∑
n=1

(−1)n(3n + 1)(x− 3)n, (b)

∞∑
n=0

x2n

5n(n + 1)
, (c)

∞∑
n=0

3nxn

n2 + 3n + 2
.

Zadanie 11. Obliczyć sumy szeregów.

(a)

∞∑
n=1

(−1)nn(n + 2)

7n
, (b)

∞∑
n=1

n + 3

n2n
.

Zadanie 12. Rozwina̧ć w szereg Maclaurina nastȩpuja̧ce funkcje, podać zbiory punktów zbieżności otrzymanych
szeregów i wyznaczyć podane pochodne.

(a) f(x) = ln(x2 + 4x + 3), f (15)(0), (b) f(x) = sin4 x + cos4 x, f (77)(0), f (88)(0),

(c) f(x) = x sinhx, f (n)(0), n = 0, 1, . . . .

Zadanie 13. Rozwina̧ć w szereg Taylora wokó l punktu x0 = 1 funkcjȩ f(x) = 3x+1
x2−x−6 , podać zbiór punktów

zbieżności otrzymanego szeregu i obliczyć f (100)(1).

Zadanie 14. Pokazać, że

ρ(x, y) =

{
0 gdy x = y
|x| + |y| gdy x ̸= y

jest metryka̧ w R (jest to metryka policyjna - aby przemieścić siȩ z punktu x do y trzeba najpierw uzyskać prze-
pustkȩ w punkcie 0, w którym jest posterunek policji). Wyznaczyć kulȩ K(0, 2), K(3, 2) i K(3, 4) w tej przestrzeni.
Czy cia̧gi an = 1

n , bn = 1− 1
n sa̧ zbieżne w tej przestrzeni? Podać przyk lad cia̧gu zbieżnego do 1 w tej przestrzeni.

Czy zbiory A = N i B = N ∪ {0} sa̧ zbiorami otwartymi w tej przestrzeni?

Zadanie 15. Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Sprawdzić, że (X, d1), gdzie

d1(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

też jest przestrzenia̧ metryczna̧. Jakie zbiory sa̧ ograniczone w (X, d1)?
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Zadanie 16. Oznaczmy przez d1 metrykȩ euklidesowa̧ w R, a przez d2 metrykȩ dyskretna̧ w R. W przestrzeni R2

określamy metrykȩ:
d((x1, y1), (x2, y2)) = d1(x1, x2) + d2(y1, y2).

Narysować kulȩ otwarta̧ K((1, 2), 1
2 ) i kulȩ domkniȩta̧ K((−1, 0), 1) w przestrzeni (R2, d).

Czy cia̧g (1 − 1
n , 1 + 1

n ) jest zbieżny w tej przestrzeni? Jeśli tak, to jaka jest jego granica?

Zadanie 17. Niech (X, ρ) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧. Czy prawdziwe sa̧ nastȩpuja̧ce implikacje

a) (∀α Aα jest zbiorem domkniȩtym ) =⇒
⋃
α

Aα jest domkniȩty,

b) (∀α Aα jest zbiorem domkniȩtym ) =⇒
⋂
α

Aα jest domkniȩty ?

Zadanie 18. ⋆ Niech n ∈ N, (X, ρ) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ zupe lna̧ i niech f : X 7→ X. Wykazać, że jeśli
F (x) = f(f(. . . f(x))) (tj n-krotne z lożenie f) jest odwzorowaniem zwȩżaja̧cym to f ma dok ladnie jeden punkt
sta ly.

Zadanie 19. Sprawdzić, czy funkcja f(x) = 3
√

1 + x spe lnia w przedziale [0,+∞) za lożenia twierdzenia Banacha.

ODPOWIEDZI:

1. szeregi zbieżne: (a), (b), (c), (e), (h), (j), (k), (l), (o); pozosta le szeregi sa̧ rozbieżne
WSKAZÓWKI: (i) sinx > 2

πx dla x ∈ (0, π
2 ); (j) sinx < x dla x > 0; (o) można zastosować kryterium ca lkowe

2. (a) tak - udowodnić, nie - podać kontrprzyk lad

3. (a) α > 1 (b) α < 2

4. (a) nie (zbieżny bezwzglȩdnie) (b) tak (c) nie (rozbieżny) (d) nie (zbieżny bezwzglȩdnie) (e) tak (f) nie
(rozbieżny)

5. Oznaczmy f(x) = limn→∞ fn(x), wtedy

(a) f(x) = 0, supx≥0 |fn(x) − f(x)| = 1
ne

n→∞−→ 0, wiȩc zbieżność jest jednostajna,

(b) f(x) = 0, supx≥0 |fn(x) − f(x)| = 1√
n+1+

√
n

n→∞−→ 0, wiȩc zbiega jednostajnie,

(c) f(x) = x, supx∈R |fn(x) − f(x)| = 1
n

n→∞−→ 0, wiȩc zbieżność jest jednostajna,

(d) f(x) = 0, supx∈[0,1] |fn(x) − f(x)| =
(

n
1+n

)n+1 n→∞−→ 1
e ̸= 0, wiȩc zbieżność nie jest jednostajna,

(e) f(x) = 0, supx∈[a,1] |fn(x) − f(x)| = na(1 − a)n
n→∞−→ 0, wiȩc zbiega jednostajnie,

(f) f(x) =

{
2, x = 0
3, x > 0

, supx≥0 |fn(x) − f(x)| = ∞, wiȩc nie zbiega jednostajnie,

(g) f(x) = 0, supx∈R |fn(x) − f(x)| = arctg 1
n
√
n

n→∞−→ 0, wiȩc zbiega jednostajnie.

6. (a) ∀x∈R∀n∈N | sinnx
3√n4+x2

| ≤ 1
3√
n4

i skorzystać z kryterium Weierstrassa (b) analogicznie jak (a)

7. Skorzystać z kryterium Weierstrassa.

8. (a)
[
− 1

3 ,
1
3

)
(b) {0} (c)

(
− 1

3 ,
1
3

)
(d) [−2, 2) (e) [−2, 4) (f) [−1, 1) (g)

(
− 1

3 ,
1
3

)
(h) podstawić y = (x− 1)2, y ∈ [−2, 2] ⇒ x ∈ [1 −

√
2, 1 +

√
2]

(i) podstawić y = 2x+1
x , y ∈ (−1, 1) ⇒ x ∈

(
−1,− 1

3

)
9. (a) R = 27, szereg jest rozbieżny w obu końcach przedzia lu zbieżności (bo nie spe lnia tam warunku koniecznego
zbieżności)

(b) R =
√
e, szereg jest rozbieżny w obu końcach przedzia lu zbieżności (bo nie spe lnia tam warunku koniecz-

nego zbieżności)

10. (a) (3−x)(1+x)
(2−x)2 , x ∈ (2, 4) (dla uproszczenia rachunków można podstawić y = −x + 3)

(b)

{
− 5

x2 ln(1 − x2

5 ), x ∈ (−
√

5,
√

5) − {0}
1, x = 0

(można podstawić y = x2

5 )

(c)


(1−3x) ln(1−3x)+3x

9x2 , x ∈ [− 1
3 ,

1
3 ) − {0}

1
2 , x = 0
1, x = 1

3

(można podstawić y = 3x)
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WSKAZÓWKA: yn

n2+3n+2 = yn

(n+2)(n+1)

11. (a) −77
256 WSKAZÓWKA: Najpierw pokazać, że

∑∞
n=1 n(n + 2)xn = 3x−x2

(1−x)3 , x ∈ (−1, 1),

a nastȩpnie podstawić x = − 1
7 .

(b) 1 + 3 ln 2 WSKAZÓWKA: Najpierw pokazać, że
∑∞

n=1
n+3
n xn = x

1−x − 3 ln(1 − x),

x ∈ (−1, 1), a nastȩpnie podstawić x = 1
2 .

12. (a) f(x) = ln 3 +
∑∞

n=1[(−1)n+1 − (−1
3 )n]x

n

n , x ∈ (−1, 1), f (15)(0) = 14!(1 + 3−15)

WSKAZÓWKA: f ′(x) = [ln(x + 1) + ln(x + 3)]′ = 1
1−(−x) + 1

3
1

1−(− x
3 )

= . . .

(b) f(x) = 1 +
∑∞

n=1
(−1)n

(2n)! 42n−1x2n, x ∈ R, f (77)(0) = 0, f (88)(0) = 487

WSKAZÓWKA: sin4 x + cos4 x = (sin2 x + cos2 x)2 − 2 sin2 x cos2 x = 1 − 1
2 sin2 2x = = 3

4 + 1
4 cos 4x.

(c) f(x) =
∑∞

n=0
1

(2n+1)!x
2n+2, x ∈ R, f (n)(0) =

{
0, n-nieparzyste lub n = 0
n, n-parzyste

13. f(x) =
∑∞

n=0

(
(−1)n

3n+1 − 1
2n

)
(x− 1)n, x ∈ (−1, 3), f (100)(1) = 100!

(
1

3101 − 1
2100

)
14. K(0, 2) = (−2, 2), K(3, 2) = {3}, K(3, 4) = {3} ∪ (−1, 1), an → 0, bn nie jest zbieżny, cia̧gi zbieżne do 1 to
cia̧gi, które prawie wszystkie wyrazy maja̧ równe 1, A jest otwarty, B nie jest.

15. Wskazówka: Dla 0 ≤ a ≤ b mamy a
1+a ≤ b

1+b , bo f(t) = t
1+t jest funkcja̧ rosna̧ca̧ dla t > 0.

W przestrzeni (X, d1) każdy zbiór jest ograniczony.

16. K((1, 2), 1
2 ) = {(x, y) ∈ R2 : y = 2 ∧ |x− 1| < 1

2},

K((−1, 0), 1) = {(x, y) ∈ R2 : y = 0 ∧ |x + 1| ≤ 1} ∪ {(x, y) ∈ R2 : y ̸= 0 ∧ x = −1}.
Cia̧g nie jest zbieżny w tej przestrzeni.

17. a) Nie musi być prawdziwa (trzeba podać kontrprzyk lad).
b) Tak - aby to pokazać można skorzystać z praw de Morgana i zadania 8 z serii 6 z ćwiczeń.

18. Z zasady Banacha wynika, że F ma dok ladnie jednen punkt sta ly. Jeśli x0 jest punktem sta lym dla F , to
ρ(f(x0), x0) = ρ(f(F (x0)), F (x0)) = ρ(F (f(x0)), F (x0)). Z tego, że F jest zwȩżaja̧ce otrzymujemy ρ(f(x0), x0) =
0, a zatem x0 jest punktem sta lym dla f .

19. Tak, spe lnia, np z L = 1
3 .
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