Zadania domowe z AM2 (semestr letni, 2023,/2024) Czesé 2

Zadania domowe z Analizy Matematycznej II - czeSé 2
(szeregi liczbowe, ciagi i szeregi funkcyjne, sumowanie szeregéw i rozwijanie
funkcji w szereg, przestrzenie metryczne, zasada Banacha)

Zadanie 1. Zbadac zbiezno$¢ szeregow:
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Zadanie 2. (a) Zatoimy, ze Vpen an > 0 i by > 0 oraz Ze lim, o 3= = 00. Czy wowczas
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. s o0
o ze zbieinosci szerequ Yy oo | an wynika zbieinosé szerequ

n=1

bn;

n=1
o ze zbieznosci szerequ 'y | b, wynika zbieznosé szeregu Yy o | an?
OdpowiedZ uzasadnié.

(b) Wykazaé, ze jesli szeregi Y ooy a2 iy oo b2 sq zbzezne to zbiezny jest réwniez szereq y .,

oo an
rzystujgc ten fakt pokazaé, Ze ze zbieinosci szerequ Y - | a? wynika zbieznosé szerequ Y o, ‘an L.
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Zadanie 3. Dla jakich rzeczywistych o podane szeregi sq zbieine?
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Zadanie 4. Zbadac czy nastepujgce szeregi sq¢ zbieine warunkowo:
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Zadanie 5. Zbadac punktowq i jednostajng zbieino$é nastepujgcych ciggow funkcyjnych

(a) fn(x):nxe*”%, z € [0,00), ®) ful@)=Ve+n+1—+vVo+n, >0,
© falr)=o+ 0Dy (d) fule) =ne(l—2)", o€ 0,1],
(e) fix)=nz(l—-2x)", xcla,l1], gdzieac (0,1), () fu(z)= V2" + 3"z, x€[0,00),

2x
(g) fn(x) = arCtgm, z € R.

Zadanie 6. Udowodnic¢ zbieznosé jednostajng na R nastepujgcych szeregow funkcyjnych

(a) Z T (b) Z
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Zadanie 7. Pokazaé, ze szereg funkcyjny >, (2"~ 1\/1 4 nx)~! jest zbieiny jednostajnie na przedziale [0,00).

Zadanie 8. Wyznaczyc zbiory punktow zbieznosci nastepujgcych szeregow
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Zadanie 9. Wyznaczy¢ promienie zbiezZnosci szeregéw potegowych
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* Czy szeregi te sq zbiezne na koricach swoich przedziatéw zbieinosci?

Zadanie 10. Wyznaczyé sumy i zbiory punktow zbieinosci nastepujgcych szeregow.

o & p2n > 3npn
-1)"(3 1)(x—3)" b —_— _
@ SCUEE-a. 03 © X anr
Zadanie 11. Obliczyé sumy szeregow.
2 (=1)"n(n+2) = n+3
(@) YRS (b) S "
n=1 n=1

Zadanie 12. Rozwingé w szereq Maclaurina nastepujgce funkcje, podaé zbiory punktow zbieznosci otrzymanych
szeregow 1 wyznaczyé podane pochodne.

(a) f(z)=In(z® +4z +3), f09(0), (b) f(z)=sin"z+cos’e, fT0(0), F*(0),
(c) f(x) = zsinhz, f™(0), n=0,1,....

3x+1
z2—x—6"’

Zadanie 13. Rozwingé w szereg Taylora wokdt punktu o = 1 funkcje f(x) =

podaé zbior punktow
zbieznosci otrzymanego szeregu i obliczyc f(loo)(l).

Zadanie 14. Pokazaé, ze

0 gdy x =y
T,y) =
o) ={ ol oiye 79
jest metrykg w R (jest to metryka policyjna - aby przemieécié sie z punktu x do y trzeba najpierw uzyskaé prze-
pustke w punkcie 0, w ktérym jest posterunek policji). Wyznaczyé kule K(0,2), K(3,2) i K(3,4) w tej przestrzeni.
Czy ciggi a, = %, b, =1-— % sq zbiezne w tej przestrzeni? Podaé przyklad ciggu zbieznego do 1 w tej przestrzeni.

Czy zbiory A =N i B=NU{0} sq zbiorami otwartymi w tej przestrzeni?

Zadanie 15. Niech (X,d) bedzie przestrzenig metryczng. Sprawdzié, ze (X,dy), gdzie

d(z,y)

di(x,y) = T+d(,y)

tez jest przestrzenig metryczng. Jakie zbiory sg ograniczone w (X, dy)?
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Zadanie 16. Oznaczmy przez di metryke euklidesowg w R, a przez doy metryke dyskretng w R. W przestrzeni R?
okreslamy metryke:

d((z1,y1), (22,92)) = di (21, 22) + d2(y1,y2)-
Narysowaé kulg otwartg K((1,2), ) i kule domknietg K((—1,0),1) w przestrzeni (R?,d).
Czy cigg (1 — =,1+ ) jest zbzezny w tej przestrzeni? Jesli tak, to jaka jest jego granica?

Zadanie 17. Niech (X, p) bedzie przestrzenig metryczng. Czy prawdziwe sg nastepujgce implikacje

a) (Vo As jest zbiorem domknietym ) — UAa jest domkniety,

«

b) (Vo A jest zbiorem domknietym ) —> ﬂAa jest domkniety ¢

e}

Zadanie 18. * Niech n € N, (X, p) bedzie przestrzenig metryczng zupelng i niech f : X — X. Wykazad, ze jesli
F(z) = f(f(... f(x))) (tj n-krotne zloZenie f) jest odwzorowaniem zwezajgcym to f ma doktadnie jeden punkt
staty.

Zadanie 19. Sprawdzié, czy funkcja f(x) = /1 + x spelnia w przedziale [0, 4+00) zaloZenia twierdzenia Banacha.

ODPOWIEDZI:

1. szeregi zbiezne: (a), (b), (), (e), (h), (j), (k), (1), (0); pozostale szeregi sa rozbiezne
WSKAZOWKI: (i) sinz > 2z dla z € (0, %); (j) sinz < z dla = > 0; (0) mozna zastosowaé kryterium catkowe

2. (a) tak - udowodnié, nie - podaé¢ kontrprzyktad
.(aa>1(b)a<?2

4. (a) nie (zbiezny bezwzglednie) (b) tak (c) nie (rozbiezny) (d) nie (zbiezny bezwzglednie) (e) tak (f) nie
(rozbiezny)

5. Oznaczmy f(z) = lim, o frn(x), wtedy
(a) f(x) =0, sup,>¢ |fn(z) — f(2)] = % ni))O 0, wiec zbieznosé jest jednostajna,

(b) f(z) =0, sup,> | fu(z) = f(2)] = 7= +\F "3 0, wiec zbiega jednostajnie,
(c) f(z) ==, sup,ep |fulz) — f(z)| = L1 =5 "3 0, wiec zbieznosé jest jednostajna,
n+
(d) f(z) =0, sup,epq [fnlz) — f(2)| = (H_Ln) e 1 20, wiec zbieznosé nie jest jednostajna,
(e) f(x) =0, sup,epe ) ful®) — f(@)] = na(l —a)" "3 0, wiec zbiega jednostajnie,
) f(z) = { 3’ i i 8 y SUpP, o |[fn(T) — f(ac)| = 00, wigc nie zbiega jednostajnie,
(g) f(x) =0, supyeg | fn(z) — f(z)] = arctg—= f 30, wigc zbiega jednostajnie.

6. (a) VoerVnen | %| <

7. Skorzystaé z kryterium Weierstrassa.

8. (a) [~3.3) (®) {0} (o) (- 373)(d)[ 2,2) (e) [-2,4) (f) [-1,1) (8) (~5.3)
(h) podstawi¢ y = (z — 1)?, y € [-2,2] = z € [1 —v/2,1+ /2]

. .z _2+1
(i) podstawié y = =& ,ye( 11) = ze(-1,—3)

\/7 i skorzystaé z kryterium Weierstrassa  (b) analogicznie jak (a)

9. (a) R = 27, szereg jest rozbiezny w obu konicach przedziatu zbieznosci (bo nie spelnia tam warunku koniecznego
zbieznosci)

(b) R = /e, szereg jest rozbiezny w obu koncach przedziatu zbieznosci (bo nie spelnia tam warunku koniecz-
nego zbieznosci)

10. (a) %, x € (2,4) (dla uproszczenia rachunkéw mozna podstawi¢ y = —x + 3)

5 _ - -
(b) { 1_ n(l—%), =€ (0 v5,V5) - {0} (mozna podstawié y = %)
) Tr =
i —3z) lré(; 31’)+3:E x e [_% %) {O} . 3
(c) ¢ 3, x = (1) (mozna podstawi¢ y = 3x)
1, xr = 3
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vt y"
n2+3n+2 = (n+2)(n+1)
11. (a) 547 T WSKAZOWKA: Najpierw pokazaé, ze $°° aopn(n+2)z"
1

a nastepnie podstawi¢ x = —%.

(b) 1+ 3In2 WSKAZOWKA: Najpierw pokazaé, ze S mESgn = 2 — 3In(1 — ),
z € (—1,1), a nastepnie podstawié¢ z = %
12. () f(2) = 3 + Y52 [(—1)™ = (5725, @ € (<1, 1), F09)(0) = 141(1 4 3719)
WSKAZOWKA: f/(z) = [In(z + 1) + In(z + 3)] = 1= +3en =
(0) 7() =1+ 30 Gy 471 7 € B, JD(0) =0, f09(0) =47
WSKAZOWKA: sin z + cos? 2 = (sin® z + cos? )2 — 2sin® zcos® . = 1 — z sin? 2z = = 3 4 1 cosdw.

0 0, n-nieparzyste lubn =0
— 1 2n+2 (n) — )
(c) flz) =200 Cnri)t ,z € R, f(0) { n, mn-parzyste

WSKAZOWEKA:

== v e (-1,1),

13. f(z) = 2, (g;g - ;) (x—1)" x € (~1,3), fA9)(1) = 100! (ghr — 50)

14. K(0,2) = (—2,2), K(3,2) = {3}, K(3,4) = {3} U (-1,1), ap, — 0, b,, nie jest zbiezny, ciagi zbiezne do 1 to
ciagi, ktére prawie wszystkie wyrazy maja réwne 1, A jest otwarty, B nie jest.

15. Wskazéwka: Dla 0 < a < b mamy 3, < #‘rb, bo f(t) = 1%1: jest funkcja rosnaca dla ¢ > 0.

W przestrzeni (X, d;) kazdy zbidr jest ograniczony.
16. K((1,2),3) ={(z,y) eR?:y=2 Alz —1| < 1},
K(=1,0),1) ={(z,y) eR?>:y=0 Az + 1| <1} U{(z,y) eR?:y#0 ANz =—1}.
Ciag nie jest zbiezny w tej przestrzeni.
17. a) Nie musi by¢ prawdziwa (trzeba podaé¢ kontrprzyktad).
b) Tak - aby to pokaza¢ mozna skorzystaé¢ z praw de Morgana i zadania 8 z serii 6 z éwiczenl.

18. 7 zasady Banacha wynika, ze F' ma doktadnie jednen punkt staly. Jesli zy jest punktem statym dla F, to

p(f(20), 0) = p(F(F (o)), Flxo)) = p(F(f(x0)), F(x0))- Z tego, 7e F jest zwezajace otrzymujemy p(f(zo), x0) =
0, a zatem xg jest punktem statym dla f.

19. Tak, spehia, np z L = %



