
Zadania domowe z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Czȩść 3

Zadania domowe z Analizy Matematycznej II - czȩść 3
(funkcje wielu zmiennych, ca lki podwójne i potrójne)

Zadanie 1. Obliczyć granice lub wykazać, że nie istnieja̧.

(a) lim
(x,y)→(0,0)

3xy5

2x2 + 4y2
, (b) lim

(x,y)→(0,0)

x2

x4 + y4
, (c) lim

(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x
,

(d) lim
(x,y)→(1,0)

x + 2y − 1

x2 + 4y2 − 1
, (e) lim

(x,y)→(0,0)
(2x + y) sin

x2√
x2 + y2

, (f) lim
(x,y)→(0,0)

x3 − y3

x2 + y2
,

(g) lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 ln(x2 + y2), (h) lim

(x,y)→(2,1)

(
ln

1

|x2 − y − 3|

)|x2−y−3|

.

Zadanie 2. Zbadać cia̧g lość funkcji.

(a) f(x, y) =

{
x3

x2+2y4 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
, (b) f(x, y) =

{
x2y2

x3−y3 dla x ̸= y

0 dla x = y
,

(c) f(x, y) =

{
(x2+y2) cos x

|x|+|y| dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
.

Zadanie 3. Czy uda siȩ dobrać sta le a, b ∈ R tak aby poniższe funkcje by l cia̧g le w swoich dziedzinach? Jeśli tak,
to wyznaczyć owe sta le.

(a) f(x, y) =

{
π + tg(xy)

x dla (x, y) ∈
[
(−π

2 , 0) ∪ (0, π
2 )
]
× (−1, 1)

a + y dla x = 0 i y ∈ (−1, 1)
,

(b) f(x, y) =

{
x2y2+2x2+2y2

x2+y2 dla (x, y) ̸= (0, 0)

b dla (x, y) = (0, 0)
.

Zadanie 4. Obliczyć pochodne cza̧stkowe funkcji.

(a) f(x, y, z) = sinx2 · arcsin y − esin z · cos2 x + 3arctg(x2y) dla (x, y, z) ∈ R× (−1, 1) × R,

(b) f(x, y) = x
2
y − log10(xy2) dla x > 0 i y ̸= 0,

(c) f(x, y, z) = 1 − 5
√

2 + 5arctg(exy + sin z) dla (x, y, z) ∈ R3,

(d) f(x, y) =

{
sin(x2y)
x2+y2 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
, (e) f(x, y) =

{
x2−3y2

x−y dla x ̸= y

0 dla x = y
,

(f) f(x, y) =

{
x3−y+1√
x2+(y−1)2

dla (x, y) ̸= (0, 1)

0 dla (x, y) = (0, 1)
.

Zadanie 5. Obliczyć pochodne cza̧stkowe f ′
x(0, 0) oraz f ′

y(0, 0) jeśli

f(x, y) =

{
(x2 − 2y) sin 1

x2+y2 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
.

Zadanie 6. Dana jest funkcja f(x, y) =

{
sin(xy3)√

x2+y2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
.

(a) Wyznaczyć pochodna̧ kierunkowa̧ w punkcie (1, 0) w kierunku wektora (hx, hy).

(b) Zbadać różniczkowalność funkcji f(x, y).

Zadanie 7. Zbadać różniczkowalność nastȩpuja̧cych funkcji.

(a) f(x, y) = 3
√
xy, (b) f(x, y) =

{
x + x3+y3√

x2+y2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)
.

Zadanie 8. Wykazać, że powierzchnia o równaniu z = x arcsin y
x+y posiada p laszczyznȩ styczna̧ w punkcie

(1, 1, z0). Napisać równanie tej p laszczyzny.
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Zadanie 9. Wyznaczyć pochodne cza̧stkowe rzȩdu drugiego nastȩpuja̧cych funkcji.

(a) f(x, y) =
√

5x4 + y8, (b) f(x, y) = arctg
y2

x
dla x ̸= 0.

Zadanie 10. Niech f : R2 7→ R ma cia̧g le pochodne cza̧stkowe f ′
x oraz f ′

y. Obliczyć

(a) g′(t) jeśli g = f(x, y) oraz x = t ln(1 + t2), y = e−t,

(b) pochodne cza̧stkowe funkcji h(s, w) jeśli h = f(x, y), x = es cosw, y = es sinw,

(c) pochodne cza̧stkowe funkcji z(r, p) = f(r − 3p, 2r + 5p).

Zadanie 11. Wyznaczyć ekstrema lokalne funkcji

(a) f(x, y) = e3x−2y(3x2 − y2) (b) f(x, y) = y2 + 3x2y − x3y

(c) f(x, y) = −8x3 + y3 − 24xy − 4 (d) z = 24xy − 2x2y − 4xy2

(e) f(x, y) = 3x8 + 3y8 + 8x3y3 (f) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z

Zadanie 12. Znaleźć najmniejsza̧ i najwiȩksza̧ wartość funkcji

(a) f(x, y) = x2 + y2 − 2y w kole x2 + y2 ≤ 4,

(b) g(x, y) = x2 + y2 + xy − 2x− y + 1 w trójka̧cie x ≥ 0, x + y ≤ 2, x− y ≤ 2.

Zadanie 13. Wyznaczyć ekstrema funkcji uwik lanej y = y(x) spe lniaja̧cej równanie

(a) x2 + 2xy + y2 − 4y − 1

4
= 0, (b) y4 − 8xy − 4y + 8x2 = 0.

Zadanie 14. Obliczyć ca lki

(a)

∫∫
A

e−y2

dxdy, gdzie A = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 5};

(b)

∫∫
B

xy2dxdy, gdzie B jest trójka̧tem o wierzcho lkach (−1, 0), (1, 0), (0, 1);

(c)

∫∫
C

(4xy−1)dxdy, gdzie C to obszar zawarty pomiȩdzy liniami x+y = 1, y = 3−x2, y = 0
(
(0, 1/2) ∈ C

)
;

(d)

∫∫
D

6yx2

x2 + y2
dxdy, gdzie D = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2+y2 ≤ 4, y ≥ −x};

(e)

∫∫
E

√
x2 + 4y2dxdy, gdzie E = {(x, y) ∈ R2 :

x2

4
+y2 ≤ 1}.

Zadanie 15. Obliczyć pole obszaru ograniczonego liniami: x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = 0, y = x.

Zadanie 16. Używaja̧c ca lki podwójnej, obliczyć pole powierzchni figury ograniczonej linia̧ (x2 + y2)2 = 2a2xy.

Zadanie 17. Obliczyć objȩtość obszaru leża̧cego wewna̧trz sfery x2 +y2 + z2 = R2 i wewna̧trz walca x2 +y2 = a2

jeśli 0 < a < R.

Zadanie 18. Obliczyć objȩtość bry ly ograniczonej powierzchniami x2 + y2 = 2y, z2 = x2 + y2, z = 0 (z ≥ 0).

Zadanie 19. Obliczyć masȩ bry ly D = {(x, y) ∈ R2 : 4x2 + 25y2 ≤ 100, y ≥ 0} wiedza̧c, że gȩstość jest
proporcjonalna do kwadratu odleg lości od osi OX.

Zadanie 20. Wyznaczyć wspó lrzȩdne środka masy pó lkola o promieniu R i o gȩstości wprost proporcjonalnej do
odleg lości od średnicy.

Zadanie 21. Obliczyć ca lki

(a)

∫∫∫
A

dxdydz

(1 + x + y + z)3
, gdzie A to czworościan: x + y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0;

(b)

∫∫∫
B

(x2 + y2)dxdydz, gdzie B to obszar ograniczony powierzchniami: x2 + y2 = 2z, z = 2;

(c)

∫∫∫
C

(x2 + y2)dxdydz, gdzie C = {(x, y, z) ∈ R3 : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 9 i z ≤ 0}.
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Zadanie 22. Obliczyć objȩtości bry l ograniczonych powierzchniami

(a) z = 6 − x2 − y2, z =
√
x2 + y2; (b) z =

√
2 − x2 − y2, z = x2 + y2.

ODPOWIEDZI:

1. (a) 0, WSKAZÓWKA: dla y ̸= 0, 0 ≤ | 3xy5

2x2+4y2 | ≤ |3xy5|
y2 = 3|xy3|

(b) nie istnieje: (xn, yn) = (0, 1
n )

n→∞−→ (0, 0) i
x2
n

x4
n+y4

n
= 0

n→∞−→ 0

(x̃n, ỹn) = ( 1
n ,

1
n )

n→∞−→ (0, 0) i
x̃2
n

x̃4
n+ỹ4

n
= 1

2n
2 n→∞−→ ∞

(c) nie istnieje: (xn, yn) = ( 1
n ,

1
n )

n→∞−→ (0, 0) i
x2
n−y2

n

xn
= 0

n→∞−→ 0

(x̃n, ỹn) = ( 1
n2 ,

1
n )

n→∞−→ (0, 0) i
x̃2
n−ỹ2

n

x̃n
= 1

n2 − 1
n→∞−→ −1

(d) nie istnieje: (xn, yn) = (1,± 1
n )

n→∞−→ (1, 0) i xn+2yn−1
x2
n+4y2

n−1 = ± 1
2n

n→∞−→ ±∞

(e) 0, WSKAZÓWKA: 0 ≤ |(2x+ y) sin x2√
x2+y2

| ≤ |2x+ y| (f) 0, 0 ≤ |x
3−y3

x2+y2 | ≤ | x3

x2+y2 |+ | y3

x2+y2 | ≤ |x|+ |y|

(g) 0, WSKAZÓWKA: Podstawiaja̧c t = x2 + y2, granicȩ sprowadzimy do granicy funkcji jednej zmiennej
limt→0+

√
t ln t, która̧ można obliczyć korzystaja̧c z twierdzenia de l’Hôspitala.

(h) 1, WSKAZÓWKA: Podstawiaja̧c t = |x2−y−3|, granicȩ sprowadzimy do granicy funkcji jednej zmiennej

limt→0+
(
ln 1

t

)t
, która̧ można obliczyć korzystaja̧c z tożsamości ab = eb ln a i z twierdzenia de l’Hôspitala.

2. (a) Funkcja jest cia̧g la na R2, WSKAZÓWKA: dla x ̸= 0, 0 ≤ | x3

x2+2y4 | ≤ |x
3

x2 | = |x|.
(b) Funkcja jest cia̧g la jedynie na R2 \ {(x, y) : x = y}. Nie jest cia̧g la w punkcie (0, 0), bo nie istnieje

lim(x,y)→(0,0) f(x, y), ponieważ (xn, yn) = ( 1
n , 0)

n→∞−→ (0, 0) i f(xn, yn) = 0
n→∞−→ 0 oraz

(x̃n, ỹn) = ( 1
n ,

1
n+1 )

n→∞−→ (0, 0) i f(x̃n, ỹn) = n(n+1)
3n2+3n+1

n→∞−→ 1
3 .

Nie jest cia̧g la w żadnym punkcie (x0, x0), gdzie x0 ̸= 0, bo nie istnieje skończona granica lim(x,y)→(x0,x0) f(x, y) :

(xn, yn) = (x0, x0 + 1
n )

n→∞−→ (x0, x0) i f(xn, yn) =
nx4

0+3x3
0+

1
nx2

0

−3x2
0−3x0

1
n− 1

n2

n→∞−→ −∞.

(c) Funkcja jest cia̧g la na R2, WSKAZÓWKA: 0 ≤ | (x
2+y2) cos x
|x|+|y| | ≤ x2+y2

|x|+|y| = x2

|x|+|y| +
y2

|x|+|y| ≤ |x| + |y|.

3. (a) Tak, a = π, bo lim(x,y)→(0,y0) f(x, y) = π+lim(x,y)→(0,y0)
sin(xy)

xy y 1
cos(xy) = π+1 ·y0 ·1 = π+y0 = f(0, y0) =

= a + y0. (b) Tak, b = 2, bo dla x ̸= 0, 2 ≤ x2y2

x2+y2 + 2 ≤ x2y2

x2 + 2 = y2 + 2.

4. (a) f ′
x = 2x cosx2 arcsin y + esin z sin 2x + 6xy

1+x4y2 , f ′
y = sin x2√

1−y2
+ 3x2

1+x4y2 , f ′
z = − cos2 x cos zesin z

(b) f ′
x = 2

yx
2
y−1 − 1

x ln 10 , f ′
y = −2 ln x

y2 x
2
y − 2

y ln 10 , WSKAZÓWKA: f(x, y) = e
2
y ln x − ln(xy2)

ln 10

(c) f ′
x = −yexy

[1+(exy+sin z)2] 5
√

[2+5arctg(exy+sin z)]4
, f ′

y = −xexy

[1+(exy+sin z)2] 5
√

[2+5arctg(exy+sin z)]4
,

f ′
z = − cos z

[1+(exy+sin z)2] 5
√

[2+5arctg(exy+sin z)]4

(d) f ′
x(x, y) =

{
2x[y(x2+y2) cos(x2y)−sin(x2y)]

(x2+y2)2 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

f ′
y(x, y) =

{
x2(x2+y2) cos(x2y)−2y sin(x2y)

(x2+y2)2 dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(e) f ′
x(x, y) =


x2+3y2−2xy

(x−y)2 dla x ̸= y

1 dla x = y = 0
nie istnieje dla x = y ̸= 0

, f ′
y(x, y) =


x2+3y2−6xy

(x−y)2 dla x ̸= y

3 dla x = y = 0
nie istnieje dla x = y ̸= 0

(f) f ′
x(x, y) =

{
2x4+3x2(y−1)2+x(y−1)

[x2+(y−1)2]3/2
dla (x, y) ̸= (0, 1)

0 dla (x, y) = (0, 1)
, f ′

y(x, y) =

{
−x2−x3(y−1)
[x2+(y−1)2]3/2

dla (x, y) ̸= (0, 1)

nie istnieje dla (x, y) = (0, 1)

5. f ′
x(0, 0) = 0, f ′

y(0, 0) nie istnieje

6. (a) D(hx,hy)(1, 0) = 0
(b) Funkcja f jest różniczkowalna na R2. Jej różniczkowalność poza punktem (0, 0) wynika sta̧d, że poza

punktem (0, 0) ma cia̧g le pochodne cza̧stkowe. Natomiast w punkcie (0, 0) jest różniczkowalna, ponieważ

lim(hx,hy)→(0,0)
f(hx,hy)−f(0,0)−f ′

x(0,0)hx−f ′
y(0,0)hy√

h2
x+h2

y

= lim(hx,hy)→(0,0)
sin(hxh

3
y)

h2
x+h2

y
= lim(hx,hy)→(0,0)

sin(hxh
3
y)

hxh3
y

hxh
3
y

h2
x+h2

y
=

= 0, bo
sin(hxh

3
y)

hxh3
y

→ 1 i, dla hy ̸= 0, | hxh
3
y

h2
x+h2

y
| ≤ |hxh

3
y

h2
y

| = |hxhy| oraz |hxhy| → 0.
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7. (a) f ′
x(x, y) =


1
3

3
√

y
x2 dla xy ̸= 0

0 dla (x, y) = (x, 0)
nie istnieje dla (x, y) = (0, y) i y ̸= 0

f ′
y(x, y) =


1
3

3

√
x
y2 dla xy ̸= 0

0 dla (x, y) = (0, y)
nie istnieje dla (x, y) = (x, 0) i x ̸= 0

Funkcja ta jest różniczkowalna w każdym punkcie postaci (x, y), gdzie xy ̸= 0, bo pochodne cza̧stkowe sa̧ cia̧g le
w takim punkcie. Funkcja nie jest różniczkowalna w punktach postaci (x, 0) i (0, y), gdzie x ̸= 0 i y ̸= 0, bo
w tych punktach nie istnieje jedna z pochodnych cza̧stkowych. Funkcja nie jest różniczkowalna w punkcie (0, 0),

bo nie istnieje granica lim(hx,hy)→(0,0)
f(hx,hy)−f(0,0)−f ′

x(0,0)hx−f ′
y(0,0)hy√

h2
x+h2

y

= lim(hx,hy)→(0,0)

3
√

hxhy√
h2
x+h2

y

. Aby pokazać,

że powyższa granica nie istnieje można rozpatrzyć cia̧gi ( 1
n , 0) oraz ( 1

n ,
1
n ).

(b) Funkcja ta jest różniczkowalna na R2. Wyjaśnienie:

f ′
x(x, y) =

{
1 + 2x4+3x2y2−xy3

(x2+y2)3/2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

1 dla (x, y) = (0, 0)
, f ′

y(x, y) =

{
2y4+3x2y2−x3y

(x2+y2)3/2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

Funkcja ta jest różniczkowalna poza punktem (0, 0), bo ma tam cia̧g le pochodne cza̧stkowe. Funkcja jest różniczkowalna
w punkcie (0, 0), ponieważ

lim(hx,hy)→(0,0)
f(hx,hy)−f(0,0)−f ′

x(0,0)hx−f ′
y(0,0)hy√

h2
x+h2

y

= lim(hx,hy)→(0,0)
h3
x+h3

y

h2
x+h2

y
= lim(hx,hy)→(0,0)[

h3
x

h2
x+h2

y
+

h3
y

h2
x+h2

y
] = 0,

bo | h3
x

h2
x+h2

y
+

h3
y

h2
x+h2

y
| ≤ | h3

x

h2
x+h2

y
| + | h3

y

h2
x+h2

y
| ≤ |hx| + |hy| → 0.

8. Funkcja f(x, y) = x arcsin y
x+y jest różniczkowalna w punkcie (1, 1), bo ma w tym punkcie cia̧g le pochodne

cza̧stkowe: f ′
x(x, y) = arcsin y

x+y − xy

(x+y)2
√

1−( y
x+y )2

, f ′
y(x, y) = = x2

(x+y)2
√

1−( y
x+y )2

. Różniczkowalność funkcji f

w punkcie (1, 1) oznacza, że istnieje p laszczyzna styczna do wykresu tej funkcji w punkcie (1, 1, π
6 ). Równanie

szukanej p laszczyzny stycznej: (
√

3 − π)x−
√

3y + 6z = 0.

9. (a) f ′′
xx(x, y) =

{
50x6+30x2y8

(5x4+y8)3/2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

2
√

5 dla (x, y) = (0, 0)
, f ′′

yy(x, y) =

{
140x4y6+12y14

(5x4+y8)3/2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

f ′′
xy(x, y) = f ′′

yx(x, y) =

{
−40x3y7

(5x4+y8)3/2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0)

(b) f ′′
xx = 2xy2

(x2+y4)2 , f ′′
yy = 2x3−6xy4

(x2+y4)2 , f ′′
xy = f ′′

yx = 2y5−2x2y
(x2+y4)2 ,

10. (a) dg
dt = ∂f

∂x
dx
dt + ∂f

∂y
dy
dt = f ′

x · [ln(1 + t2) + 2t2

1+t2 ] − f ′
y · e−t

(b) ∂h
∂s = ∂f

∂x
∂x
∂s + ∂f

∂y
∂y
∂s = f ′

x · es cosw + f ′
y · es sinw, ∂h

∂w = ∂f
∂x

∂x
∂w + ∂f

∂y
∂y
∂w = −f ′

x · es sinw + f ′
y · es cosw

(c) ∂z
∂r = f ′

x + 2f ′
y, ∂z

∂p = −3f ′
x + 5f ′

y

11. (a) (0, 0) - brak ekstremum, fmin(2, 4) = − 4
e2 ,

(b) (3, 0) - brak ekstremum, fmin(2,−2) = −4,
(0, 0) - brak ekstremum, bo f(0, 1

n ) = 1
n2 > f(0, 0) = 0 i f( 1√

n
, −1

n ) = −1
n2 (2 − 1√

n
) < f(0, 0) = 0

(c) (0, 0) - brak ekstremum, fmax(2,−4) = 60 (d) (0, 0), (12, 0), (0, 6) - brak ekstremów, zmax(4, 2) = 64
(e) fmin(1,−1) = fmin(−1, 1) = −2,
(0, 0) - brak ekstremum, bo f(0, 1

n ) = 3
n8 > f(0, 0) = 0 i f( 1

n ,
−1
n ) = 2

n6 ( 3
n2 − 4) < f(0, 0) = 0

(f) (0, 0,−1) - brak ekstremum, fmin(24,−144,−1) = −6913

12. (a) wartość najwiȩksza= 8, wartość najmniejsza= −1 (b) wartość najwiȩksza= 7, wartość najmniejsza= 0

13. (a) ymin

(
1
16

)
= − 1

16 (b) ymax(1) = 2, ymin(0) = 0

14. (a) 1
2 (1 − e−25) (b) 0 (c)

∫ 2

0

[∫ 1−y

−
√
3−y

(4xy − 1)dx
]
dy = − 14

3 − 2
√

3

(d)
∫ 3π/4

−π/4

[∫ 2

1
6r sinφr2 cos2 φr

r2 dr
]
dφ = 7

√
2

3 (e) 8π
3 15. 3(π

4 + 1
2 ) 16. a2

17. 2
∫∫

D

√
R2−x2−y2dxdy=2

∫ 2π

0

(∫ a

0

√
R2−r2rdr

)
dφ= 4π

3

(
R3−

√
(R2−a2)3

)
, gdzie D={(x, y) :x2+y2≤a2}

18.
∫∫

D

√
x2 + y2dxdy = 2

∫ π/2

0

(∫ 2 sinφ

0
r2dr

)
dφ = 32

9 , gdzie D = {(x, y) : x2 + (y − 1)2 ≤ 1}

19. 5kπ 20. xC = 0 (z symetrii), yC = 3
16πR, (m = 2

3kR
3) Tutaj k oznacza wsp lczynnik proporcjonalności.

21. (a) ln
√

2 − 5
16 (b) 16

3 π (c) 968
15 π

22. (a) |V | =
∫ 2π

0

[∫ 2

0

(∫ 6−r2

r
rdz

)
dr
]
dφ = 32

3 π (b) |V | =
∫ 2π

0

[∫ 1

0

(∫√
2−r2

r2
rdz

)
dr
]
dφ = 1

6π(8
√

2 − 7)
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