
Skróty wyk ladów z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wyk lad 1

Wyk lad 1: W lasności ca lki Riemanna

W lasność 1.1. Jeśli f, g : [a, b] → R sa̧ funkcjami ca lkowalnymi w sensie Riemanna na [a, b]

i α, β ∈ R, to αf + βg jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b] oraz
∫ b
a (αf(x) + βg(x))dx =

= α
∫ b
a f(x)dx + β

∫ b
a g(x)dx.

W lasność 1.2. Jeśli f, g : [a, b] → R oraz {x ∈ [a, b] : f(x) ̸= g(x)} jest zbiorem skończonym, to
(f jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b] ⇔ g jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b]).

Ponadto w przypadku ca lkowalności mamy
∫ b
a f(x)dx =

∫ b
a g(x)dx.

W lasność 1.3. Jeśli f jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b], to f jest też ca lkowalna
na każdym przedziale zawartym w [a, b]. Ponadto w przypadku ca lkowalności, jeśli c ∈ (a, b), to∫ b
a f(x)dx =

∫ c
a f(x)dx +

∫ b
c f(x)dx.

W lasność 1.4. Jeśli f : [a, b] → R jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b] i ∀x∈[a,b] f(x) ≥ 0,

to
∫ b
a f(x)dx ≥ 0.

W lasność 1.5. Jeśli f, g : [a, b] → R sa̧ ca lkowalne w sensie Riemanna na [a, b] i ∀x∈[a,b] f(x) ≤ g(x),

to
∫ b
a f(x)dx ≤

∫ b
a g(x)dx.

W lasność 1.6. Jeśli f jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b], to |f | też jest ca lkowalna

w sensie Riemanna na [a, b] i
∣∣∣∫ b

a f(x)dx
∣∣∣ ≤ ∫ b

a |f(x)|dx.

W lasność 1.7. Jeśli f jest ca lkowalna w sensie Riemanna na [a, b] i M = supx∈[a,b] f(x), to∫ b
a f(x)dx ≤ M(b− a).

Definicja. Jeśli −∞ < a < b < ∞, to
∫ a
a f(x)dx := 0 i

∫ a
b f(x)dx := −

∫ b
a f(x)dx.

W lasność 1.8 (Ca lkowanie przez podstawienie).
Jeśli g : [a, b] → Y ⊂ R jest klasy C1 zaś f : Y → R jest funkcja̧ cia̧g la̧ oraz α = g(a) i β = g(b), to∫ b

a
f(g(x))g′(x)dx =

∫ β

α
f(t)dt.

W lasność 1.9 (Ca lkowanie przez czȩści).
Jeśli f, g : [a, b] → R sa̧ funkcjami klasy C1, to∫ b

a
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx.

W lasność 1.10 (Twierdzenie o wartości średniej rachunku ca lkowego).
Jeśli f, g : [a, b] → R to funkcje cia̧g le i g jest funkcja̧ nieujemna̧ lub niedodatnia̧, to

∃ξ∈[a,b]
∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.
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