Skréty wykltadéw z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wykiad 2

Wyklad 2: Calki niewlasciwe. Zastosowania geometryczne calki Riemanna

CALKI NIEWLASCIWE PIERWSZEGO RODZAJU: [ f(x)dz, [°_ f(z)dz, [* f(z)dz

Definicja. Jedli f : [a,00) — R jest calkowalna w sensie Riemanna na [a, 5] dla kazdego § > a oraz
istnieje granica limg_, ff f(x)dzx, to granice te nazywamy catka niewlasciwa pierwszego rodzaju

i oznaczamy [ f(x)dx
/00 f(x)dx :== lim /B f(x)dx
a =0 Jq

Ponadto, gdy powyzsza granica istnieje i jest skonczona, to catke niewlasciwa nazywamy zbiezna,
natomiast w przypadku przeciwnym (tzn. gdy granica ta nie istnieje lub réwna sie oo lub —o0)
catke niewlasciwa nazywamy rozbiezna.

Analogicznie definiujemy

b

b
/_ f(x)dx ;== lim f( )dx

a——00

pod warunkiem, ze f : (—o0,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna na [«, b] dla kazdego o < b
oraz powyzsza granica istnieje.

Definicja. Jesli f : (—o00,00) — R jest calkowalna w sensie Riemanna na [o, 3] dla dowolnych
—00 < a < ff < oo oraz dla pewnego ¢ € R istnieja granice lim,_, fcf f(x)dz ilimg_, o fC’B f(x)dx
to

) c ) c B
/ f(z)dx := / f(z)dx +/ f(z)dx = lim f(z)dx + Bli_}ngo f(x)dx

a—r—00 a
jesli tylko sumowanie to da sie¢ wykonaé, tzn. jesli nie otrzmamy wyrazenia postaci [oo — oo lub
[—00 + oo]. Ponadto, jedli obie te granice istnieja i sa skoriczone, to calke niewlasciwg nazywamy
zbiezna, natomiast w pozostalych przypadkach - rozbiezna.

CALKI NIEWLASCIWE DRUGIEGO RODZAJU:

Definicja. Jesli f : [a,b) — R jest calkowalna w sensie Riemanna na [a, 8] dla kazdego a < 8 < b
oraz istnieje granica limg_,;,— / f f(x)dx, to granice t¢ nazywamy catka niewlasciwa drugiego rodzaju

/ab f(z)dz := 51321— /aﬁf(x)da:

Ponadto, gdy powyzsza granica istnieje i jest skoriczona, to catke niewlasciwa nazywamy zbiezna,
natomiast w przypadku przeciwnym calke niewladciwa nazywamy rozbiezna.

Analogicznie definiujemy
b
/f(x)d:c:: lim / f(z
a—at

gdy f: (a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna na [«, b] dla kazdego a < o < b oraz powyzsza
granica istnieje.

i oznaczamy f: f(z)dz

Ogdlniej: Jesli funkcja f ma w przedziale (a, b) jeden lub wiecej punktéw osobliwych (ale skoriczona
ich ilo$¢), to dzielimy przedzial [a, b] na czesci majace po jednym punkcie osobliwym na poczatku
lub na koncu przedziatu; np.

3 dx 1 dx 2 dx 3 dx
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KRYTERIA ZBIEZNOSCI CALEK NIEWLASCIWYCH:
Niech b=o00 lub (b€ Rib > a).

Twierdzenie 2.1 (kryterium poréwnawcze).
Jesli f, g : [a,b) — R sa funkcjami catkowalnymi w sensie Riemanna na [a, 5] dla kazdego a < 5 < b
oraz vme[a,b) 0< f(l‘) < g(x), to

1. f:g(x)dm jest zbiezna — fab f(z)dx tez jest zbiezna;
2. f: f(z)dx jest rozbiezna = f:g(x)da: tez jest rozbiezna.

Twierdzenie 2.2. Jesli f : [a,b) — R jest calkowalna w sensie Riemanna na [a, 3] dla kazdego
a<f<boraz f: | f(z)|dx jest zbiezna, to fab f(z)dx tez jest zbiezna.

W przypadku zbieznosci mamy ‘f; f($)dm‘ < f; |f(x)|dx.

Prawdziwe sa takze analogiczne twierdzenia z funkcjami f, g : (a,b] — R, gdzie a = —oo lub (a € R
ia<b).

ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE CALKI RIEMANNA:
Twierdzenie 2.3 (wzér na pole obszaru plaskiego pomiedzy wykresem funkcji a osiag OX).

Jedli f : [a,b] — R jest funkcja nieujemna i ciagla i D = {(x,y) € R?: 2 € [a,b] i 0 <y < f(z)}, to

b
pole D =" |D| —/ f(z)dz.

Twierdzenie 24 (wzor na pole obszaru plaskiego pomiedzy wykresami dwéch funkeji).
Jedli d,g : [a,b] — R sa funkcjami ciggtymi takimi, ze d(z) < g(z) dla kazdego x € la,b]
iD= {(z,y) €eR?:2€[a,b]id(x)<y<g(x)},to

b
D| = / l9(z) — d(x)]da.

Twierdzenie 2.5 (wzér na dlugosé tuku).
Jedli f : [a,b] — R jest klasy C*, to dlugosé tuku opisanego réwnaniem y = f(z), = € [a,b], dana
jest wzorem:

b
L—/ V14 [f(x))?d.

Twierdzenie 2.6 (wzor na objetosé bryly obrotowej).
Jesli f : [a,b] — R jest funkcja ciagla, to objetosé bryly powstalej przez obrét krzywej y = f(x),
x € [a, b], wokdl osi OX, dana jest wzorem:

b
V= 7r/ [f(2)])?dz.



