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Wyk lad 5: Cia̧gi i szeregi funkcyjne

Poniżej zak ladamy, że A ⊂ R i f, fn : A → R dla n ∈ N.

Definicja. Mówimy, że cia̧g funkcyjny {fn} jest zbieżny do funkcji f (punktowo) ⇐⇒

∀x∈A lim
n→∞

fn(x) = f(x) ⇐⇒ ∀x∈A ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 |fn(x) − f(x)| < ε.

Zapisujemy fn → f .

Definicja. Mówimy, że cia̧g funkcyjny {fn} jest zbieżny do funkcji f jednostajnie ⇐⇒

∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 ∀x∈A |fn(x) − f(x)| < ε.

Zapisujemy fn ⇒ f lub fn ⇒A f .

Twierdzenie 5.1.
fn ⇒A f ⇐⇒ lim

n→∞
sup
x∈A

|fn(x) − f(x)| = 0.

Twierdzenie 5.2 (O cia̧g lości granicy cia̧gu funkcyjnego).
Jeśli fn ⇒A f i funkcje fn, n ∈ N, sa̧ cia̧g le w punkcie a ∈ A, to f też jest cia̧g la w punkcie a.

Wniosek 5.1. Jeśli fn ⇒A f i funkcje fn, n ∈ N, sa̧ cia̧g le, to f też jest cia̧g la.

Twierdzenie 5.3 (Warunek Cauchy’ego zbieżności jednostajnej).
Cia̧g funkcyjny {fn} jest zbieżny jednostajnie (na zbiorze A) ⇐⇒ cia̧g ten spe lnia warunek Cauchy’ego
zbieżności jednostajnej, tzn. ∀ε>0 ∃n0∈N ∀m,n≥n0 ∀x∈A |fn(x) − fm(x)| < ε.

Twierdzenie 5.4 (O różniczkowaniu granicy cia̧gu funkcyjnego).
Jeśli

� P ⊂ R jest przedzia lem ograniczonym,

� fn : P → R sa̧ różniczkowalne w każdym punkcie przedzia lu P ,

� cia̧g {f ′
n} jest zbieżny jednostajnie na P ,

� ∃x0∈P {fn(x0)} jest zbieżny,

to

1. cia̧g {fn} jest zbieżny jednostajnie na P do pewnej funkcji granicznej f ;

2. f jest funkcja̧ różniczkowalna̧ w każdym punkcie przedzia lu P i

∀x∈P f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x)

(
tzn. ∀x∈P

(
lim
n→∞

fn(x)
)′

= lim
n→∞

f ′
n(x)

)
.

Twierdzenie 5.5 (O ca lkowaniu granicy cia̧gu funkcyjnego).
Jeśli

� P ⊂ R jest dowolnym przedzia lem,

� fn : P → R sa̧ funkcjami cia̧g lymi,

� fn ⇒P f ,

to ∀a,b∈P
∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
fn(x)dx.
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Poniżej zak ladamy, że A ⊂ R i un : A → R dla n ∈ N.
Niech sn := u1 + u2 + . . . + un =

∑n
i=1 ui, n ∈ N.

Definicja. Cia̧g funkcyjny {sn} nazywamy cia̧giem sum czȩściowych szeregu
∑∞

n=1 un.

Definicja. Jeśli cia̧g sum czȩściowych {sn} jest zbieżny punktowo na zbiorze A, to mówimy, że
szereg

∑∞
n=1 un jest zbieżny punktowo na zbiorze A, zaś funkcjȩ s(x) := limn→∞ sn(x), x ∈ A,

nazywamy suma̧ tego szeregu i zapisujemy s(x) =
∑∞

n=1 un(x), x ∈ A:

s(x) =
∞∑
n=1

un(x) ⇐⇒ sn := u1 + u2 + . . . + un → s ⇐⇒ ∀x∈A sn(x) → s(x)

⇐⇒ ∀x∈A∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 |sn(x) − s(x)| < ε.

Definicja. Jeśli cia̧g sum czȩściowych {sn} jest zbieżny jednostajnie na zbiorze A, to szereg∑∞
n=1 un nazywamy zbieżnym jednostajnie na A:

sn ⇒A s ⇐⇒ ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0∀x∈A |sn(x) − s(x)| < ε.

Twierdzenie 5.6 (Warunek Cauchy’ego zbieżności punktowej szeregu funkcyjnego).
Szereg funkcyjny

∑∞
n=1 un jest zbieżny punktowo (na zbiorze A) ⇐⇒ spe lnia warunek Cauchy’ego

zbieżności punktowej szeregu funkcyjnego, tzn.

∀x∈A ∀ε>0 ∃n0∈N ∀m>n≥n0 |un+1(x) + un+2(x) + . . . + um(x)| < ε.

Twierdzenie 5.7 (Warunek Cauchy’ego zbieżności jednostajnej szeregu funkcyjnego).
Szereg funkcyjny

∑∞
n=1 un jest zbieżny jednostajnie (na zbiorze A) ⇐⇒ spe lnia warunek Cauchy’ego

zbieżności jednostajnej szeregu funkcyjnego, tzn.

∀ε>0 ∃n0∈N ∀m>n≥n0 ∀x∈A |un+1(x) + un+2(x) + . . . + um(x)| < ε.

Twierdzenie 5.8 (Kryterium Weierstrassa).
Jeśli istnieje cia̧g liczbowy {an} taki, że ∀n∈N ∀x∈A |un(x)| ≤ an i szereg liczbowy

∑∞
n=1 an jest

zbieżny, to szereg funkcyjny
∑∞

n=1 un jest zbieżny jednostajnie i bezwzglȩdnie na A.

Twierdzenie 5.9 (O cia̧g lości sumy szeregu funkcyjnego).
Jeśli

∑∞
n=1 un jest zbieżny jednostajnie na A do funkcji s i każda z funkcji un, n ∈ N, jest cia̧g la

w punkcie a ∈ A, to s jest cia̧g la w punkcie a.

Twierdzenie 5.10 (O różniczkowaniu sumy szeregu funkcyjnego).
Jeśli

� P ⊂ R jest przedzia lem ograniczonym,

� un : P → R sa̧ różniczkowalne w każdym punkcie przedzia lu P ,

� szereg funkcyjny
∑∞

n=1 u
′
n jest zbieżny jednostajnie na P ,

� ∃x0∈P szereg
∑∞

n=1 un(x0) jest zbieżny,

to

1. szereg
∑∞

n=1 un jest zbieżny jednostajnie na P do pewnej funkcji s;

2. s jest funkcja̧ różniczkowalna̧ w każdym punkcie przedzia lu P i

∀x∈P s′(x) = lim
n→∞

s′n(x) tzn. ∀x∈P

( ∞∑
n=1

un(x)

)′

=
∞∑
n=1

u′n(x).
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Skróty wyk ladów z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wyk lad 5

Twierdzenie 5.11 (O ca lkowaniu sumy szeregu funkcyjnego).
Jeśli

� P ⊂ R jest dowolnym przedzia lem,

� un : P → R sa̧ funkcjami cia̧g lymi,

�

∑∞
n=1 un jest zbieżny jednostajnie na P do funkcji s,

to

∀a,b∈P
∫ b

a
s(x)dx = lim

n→∞

∫ b

a
sn(x)dx tzn. ∀a,b∈P

∫ b

a

∞∑
n=1

un(x)dx =
∞∑
n=1

∫ b

a
un(x)dx.
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