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Wyklad 5: Ciagi i szeregi funkcyjne

Ponizej zaktadamy, ze A CR1i f, f,: A— R dlan € N.

Definicja. Méwimy, ze ciag funkeyjny {f,} jest zbiezny do funkcji f (punktowo) <=

Veea nh—>ngo fn(li) = f(:E) <  Viea Veso E|n0€N anno ‘fn(l‘) - f($)| <E&.

Zapisujemy f, — f.

Definicja. Méwimy, ze ciag funkeyjny {f,} jest zbiezny do funkcji f jednostajnie <=

Ve>0 FnoeN Vnzng Vzea |fu(z) — f(z)] <e.
Zapisujemy f, = f lub f, =2, f.
Twierdzenie 5.1.
fn=4 f = lim sup|fu(z) — f(z)| =0.
n—oo Z‘EA

Twierdzenie 5.2 (O ciaglosci granicy ciagu funkcyjnego).
Jedli f,, =, f i funkcje f,,, n € N, sa ciagte w punkcie a € A, to f tez jest ciagla w punkcie a.

Whniosek 5.1. Jedli f,, =, f ifunkcje fy,, n € N, sa ciagle, to f tez jest ciagla.

Twierdzenie 5.3 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej).
Ciag funkcyjny { f, } jest zbiezny jednostajnie (na zbiorze A) <= ciag ten spelia warunek Cauchy’ego
zbieznosci jednostajnej, tzn. Veso InoeN Vimnsno Vaca |fo(z) — fm(2)] <e.

Twierdzenie 54 (O rézniczkowaniu granicy ciagu funkcyjnego).
Jesli

e P C R jest przedzialem ograniczonym,
e f,: P — R sa rézniczkowalne w kazdym punkcie przedziatu P,
e ciag {f]} jest zbiezny jednostajnie na P,
o Jd,,ep {fn(xo)} jest zbiezny,
to
1. ciag {fn} jest zbiezny jednostajnie na P do pewnej funkcji granicznej f;

2. f jest funkcja rézniczkowalna w kazdym punkcie przedziatu P i

Veer 1) =t J1() (Ve (i £(0)) = i £i(0))

n—0o0

Twierdzenie 5.5 (O calkowaniu granicy ciagu funkcyjnego).
Jesli

e P C R jest dowolnym przedzialem,
e f,: P — R sa funkcjami ciagtymi,

i fnjpfa

b b
to  Veper / f(x)dz = lim Jn(x)d.
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Ponizej zaktadamy, ze A CRiu,: A— RdlaneN.
Niech s, :=ui +us+ ... +up => 1 u;, n € N

Definicja. Ciag funkcyjny {s,} nazywamy ciagiem sum czesciowych szeregu > -7 | .

Definicja. Jedli ciag sum czesciowych {s,} jest zbiezny punktowo na zbiorze A, to méwimy, ze
szereg » 0 | Uy, jest zbiezny punktowo na zbiorze A, za$ funkcje s(z) = lim, o Sn(z), z € A,
nazywamy suma tego szeregu i zapisujemy s(z) = o0 uy(z), v € A:

o0
s(m):Zun(az) = spi=urtusF .. Uy, > 5 <= Ve sp(z) = s(z)
n=1

<= VeeaVes0 dngen Vn>no |3n($) - 5($)| <E.

Definicja. Jedli ciag sum czeéciowych {s,} jest zbiezny jednostajnie na zbiorze A, to szereg

220:1 Uy Nagywamy zbieznym jednostajnie na A:

Sp 3, 8 = Yes0 IngeN VnsngVaea |sn(z) — s(z)| < e.

Twierdzenie 56 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci punktowej szeregu funkcyjnego).
Szereg funkcyjny > 7 | u, jest zbiezny punktowo (na zbiorze A) <= spemia warunek Cauchy’ego
zbieznosci punktowej szeregu funkcyjnego, tzn.

\V/xEA Ve>o EITL()EN vm>nZno ’un—i-l(x) + un+2(‘r) +..o+ um(x)\ <e.

Twierdzenie 5.7 (Warunek Cauchy’ego zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego).

Szereg funkcyjny » 07 | u, jest zbiezny jednostajnie (na zbiorze A) <= spelnia warunek Cauchy’ego

zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego, tzn.

va>0 E|no€N vm>nZno vazeA ’un-i-l (.CU) + Un+2(x) +...+ um(:z)‘ <eE.

Twierdzenie 5.8 (Kryterium Weierstrassa).
Jedli istnieje ciag liczbowy {an} taki, ze Vpen Vaca |un(z)| < ap i szereg liczbowy > °7 | a, jest
zbiezny, to szereg funkcyjny » 07 | uy, jest zbiezny jednostajnie i bezwzglednie na A.

Twierdzenie 59 (O ciagloéci sumy szeregu funkcyjnego).
Jedli 307 | up jest zbiezny jednostajnie na A do funkcji s i kazda z funkcji up,, n € N, jest ciagla
w punkcie a € A, to s jest ciagla w punkcie a.

Twierdzenie 5.10 (O rézniczkowaniu sumy szeregu funkcyjnego).
Jesli

P C R jest przedzialem ograniczonym,

Uy : P — R sa rézniczkowalne w kazdym punkcie przedziatu P,

szereg funkcyjny > 07 u, jest zbiezny jednostajnie na P,

o Jy cp szereg Y 0 un(xo) jest zbiezny,
to
1. szereg Y -7, uyp jest zbiezny jednostajnie na P do pewnej funkcji s;

2. s jest funkcja rézniczkowalna w kazdym punkcie przedziatu P i

n—oo

Veep §'(x) = lim s, (x) tzn. Veep <Z un(a:)> = Zu%(:ﬁ)
n=1

n=1
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Twierdzenie 5.11 (O calkowaniu sumy szeregu funkcyjnego).
Jesli

e P C R jest dowolnym przedzialem,
e u, : P — R sa funkcjami ciagtymi,
e > ™ . uy jest zbiezny jednostajnie na P do funkcji s,

to

n—oo a

b b b X e b
VabeP / s(z)dr = lim sp(x)dz tzn. Yo pep / Zun(:v)dx = Z/ Up(2)de.
a a n—1 n=1v9%



