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Wyk lad 6: Szeregi potȩgowe. Szereg Fouriera

Definicja. Szeregiem potȩgowym nazywamy szereg funkcyjny postaci
∑∞

n=0 anx
n, gdzie {an} jest

cia̧giem liczbowym (umowa 00 := 1).

Uwaga 6.1. Ogólniej szeregiem potȩgowym nazywamy szereg funkcyjny postaci
∑∞

n=0 an(x−x0)
n,

gdzie x0 ∈ R. Dziȩki podstawieniu y = x− x0 można go sprowadzić do postaci
∑∞

n=0 any
n.

Uwaga 6.2. Każdy szereg potȩgowy
∑∞

n=0 anx
n jest zbieżny dla x = 0.

Twierdzenie 6.1. Dla każdego szeregu potȩgowego
∑∞

n=0 anx
n istnieje R ∈ [0,∞] o nastȩpuja̧cej

w lasności:

� jeśli |x| < R, to szereg
∑∞

n=0 anx
n jest zbieżny bezwzglȩdnie;

� jeśli |x| > R, to szereg ten jest rozbieżny.

Definicja. R z powyższego twierdzenia nazywa siȩ promieniem zbieżności szeregu potȩgowego.
W przypadku, gdy R > 0, przedzia l (−R,R) nazywa siȩ przedzia lem zbieżności szeregu potȩgowego.

Twierdzenie 6.2 (Cauchy’ego-Hadamarda).
Promień zbieżności R szeregu potȩgowego

∑∞
n=0 anx

n wyraża siȩ wzorem:

R =


1
λ jeśli λ ∈ (0,∞),
0 jeśli λ = ∞,
∞ jeśli λ = 0,

gdzie λ = lim sup
n→∞

n
√
|an|.

Twierdzenie 6.3.
Jeśli istnieje granica limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ozn.= λ, to promień zbieżności R szeregu potȩgowego
∑∞

n=0 anx
n

wyraża siȩ wzorem:

R =


1
λ jeśli λ ∈ (0,∞),
0 jeśli λ = ∞,
∞ jeśli λ = 0.

Twierdzenie 6.4 (O cia̧g lości sumy szeregu potȩgowego).
Jeśli promień zbieżności R szeregu potȩgowego

∑∞
n=0 anx

n jest dodatni, to funkcja f(x) :=
∑∞

n=0 anx
n

jest cia̧g la w (−R,R).

Twierdzenie 6.5 (Abela).
Suma szeregu potȩgowego f(x) :=

∑∞
n=0 anx

n jest funkcja̧ cia̧g la̧ w każdym punkcie, w którym sze-
reg ten jest zbieżny (w punktach końcowych przedzia lu zbieżności cia̧g lość rozumiemy jako cia̧g lość
jednostronna̧).

Twierdzenie 6.6 (O różniczkowaniu szeregu potȩgowego).

1. Szeregi
∑∞

n=0 anx
n i
∑∞

n=0 (anx
n)′ =

∑∞
n=1 annx

n−1 maja̧ ten sam promień zbieżności R.

2. Jeśli R > 0, to funkcja f(x) :=
∑∞

n=0 anx
n jest różniczkowalna w (−R,R) i

f ′(x) =

( ∞∑
n=0

anx
n

)′

=
∞∑
n=0

(anx
n)′ =

∞∑
n=1

annx
n−1.

Twierdzenie 6.7 (O ca lkowaniu szeregu potȩgowego).

1. Szeregi
∑∞

n=0 anx
n i
∑∞

n=0

∫ x
0 ant

ndt =
∑∞

n=0
an
n+1x

n+1 maja̧ ten sam promień zbieżności R.

2. Jeśli R > 0, to funkcja f(t) :=
∑∞

n=0 ant
n jest ca lkowalna na [0, x] dla każdego x ∈ (−R,R) i∫ x

0
f(t)dt =

∫ x

0

( ∞∑
n=0

ant
n

)
dt =

∞∑
n=0

∫ x

0
ant

ndt =

∞∑
n=0

an
n + 1

xn+1.
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Skróty wyk ladów z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wyk lad 6

SZEREG TAYLORA I MACLAURINA:

Definicja. Jeśli f jest funkcja̧ klasy C∞ na przedziale otwartym (x0−δ, x0+δ) dla pewnego δ > 0,
to szereg potȩgowy postaci

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n

nazywamy szeregiem Taylora o środku w punkcie x0 dla funkcji f .
Jesli x0 = 0, to taki szereg nazywamy szeregiem Maclaurina.

Definicja. Mówimy, że funkcja f ∈ C∞((x0 − δ, x0 + δ)) dla pewnego δ > 0 rozwija siȩ w szereg
Taylora o środku w punkcie x0 jeśli f jest suma̧ tego szeregu dla dowolnego x ∈ (x0 − δ, x0 + δ),
tzn. jeśli

∀x∈(x0−δ,x0+δ) f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n.

Twierdzenie 6.8. Jeśli f jest suma̧ pewnego szeregu potȩgowego w otoczeniu punktu x0, to szereg
ten jest szeregiem Taylora funkcji f .

Twierdzenie 6.9 (Przyk lady rozwiniȩć funkcji w szereg Maclaurina).

1

1 − x
=

∞∑
n=0

xn dla |x| < 1

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
dla x ∈ R

sinx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n + 1)!
x2n+1 dla x ∈ R

cosx =
∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n dla x ∈ R

α /∈ N ∪ {0} =⇒ (1 + x)α = 1 +
∞∑
n=1

α(α− 1) . . . (α− n + 1)

n!
xn dla |x| < 1

SZEREG FOURIERA:

Twierdzenie 6.10. Jeśli funkcja f jest

� okresowa o okresie 2π,

� przedzia lami monotoniczna w przedziale [−π, π],

� w punktach niecia̧g lości spe lnia warunek f(x−)+f(x+)
2 = f(x),

to f rozwija siȩ w szereg Fouriera, tzn. f(x) = 1
2a0 +

∑∞
n=1(an cosnx + bn sinnx), gdzie

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx, n = 0, 1, . . . ,

bn =
1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx, n = 1, 2, . . . .
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