
Skróty wyk ladów z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wyk lad 7

Wyk lad 7: Przestrzenie metryczne

Poniżej X oznacza dowolny zbiór niepusty.

Definicja. Metryka̧ w zbiorze X nazywamy funkcjȩ ρ : X ×X → [0,∞) spe lniaja̧ca̧ nastȩpuja̧ce
warunki

(1) ρ(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y,
(2) ∀x,y∈X ρ(x, y) = ρ(y, x),
(3) ∀x,y,z∈X ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

Definicja. Przestrzenia̧ metryczna̧ nazywamy parȩ (X, ρ), gdzie X jest zbiorem niepustym, zaś ρ
jest metryka̧ w X.
Elementy przestrzeni metrycznej nazywamy punktami, a liczbȩ ρ(x, y) - odleg lościa̧ punktu x od
punktu y.

Przyk lady:

(1) Niech X = Rk i ρ((x1, x2, ..., xk), (y1, y2, ..., yk)) =
√∑k

i=1(xi − yi)2.

Wtedy funkcja ρ : Rk × Rk → [0,∞) jest metryka̧ w Rk. Nazywamy ja̧ metryka̧ naturalna̧ lub
metryka̧ Euklidesowa̧ w Rk.

(2) Niech X to dowolny niepusty zbiór i ρ(x, y) =

{
0 jeśli x = y,
1 jeśli x ̸= y.

Wtedy funkcja ρ : X ×X → [0,∞) jest metryka̧ w X. Nazywamy ja̧ metryka̧ dyskretna̧.

Definicja.

� Kula̧ (otwarta̧) o środku w punkcie x0 ∈ X i promieniu r w przestrzeni metrycznej (X, ρ)
nazywamy zbiór

K(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x, x0) < r}.

� Kula̧ domkniȩta̧ o środku w punkcie x0 ∈ X i promieniu r w przestrzeni metrycznej (X, ρ)
nazywamy zbiór

K(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x, x0) ≤ r}.

� Sfera̧ o środku w punkcie x0 ∈ X i promieniu r w przestrzeni metrycznej (X, ρ) nazywamy
zbiór

S(x0, r) := {x ∈ X : ρ(x, x0) = r}.

Definicja. Podzbiór A przestrzeni metrycznej (X, ρ) nazywamy ograniczonym jeśli jest zawarty
w pewnej kuli o promieniu r < ∞, tzn. jeśli ∃x0∈X ∃r<∞ A ⊂ K(x0, r).

Definicja. Średnica̧ zbioru A zawartego w przestrzeni metrycznej (X, ρ) nazywamy liczbȩ

δ(A) :=

{
0 jeśli A = ∅,

supx,y∈A ρ(x, y) jeśli A ̸= ∅.
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