Wyklady z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wyktad 8

Wyklad 8: Zbieznos¢ w przestrzeniach metrycznych. Elementy topologii.
Przypomnienie: Jesli a,a, € R dlan € N, to

lim a, =a <= Ves0 Ingen Vazn, |an —al <e,
n—o0 ——

plan, a)

gdzie ostatnia réwnosé¢ zachodzi w metryce naturalnej.
Definicja. Méwimy, ze ciag {a,} o wyrazach w przestrzeni metrycznej (X, p) jest zbiezny doa € X
<= Ve>0 IngeN Vnsng p(an,a) <e tzn. lim p(an,a) =0.
n—oo
Zapisujemy lim a, = a lub a, — a.
n—oo

Wiasnos$é 8.1. Kazdy ciag staly jest zbiezny: (Vpen an = a) = lim a, = a.

n—oo

Dowdd. Mamy lim p(an,a) = lim p(a,a) = lim 0= 0, co oznacza, ze lim a, = a. O
n—oo n—oo n—oo n—o0
Wiasnosé 8.2. Ciag zbiezny ma tylko jedna granice.

Dowdd. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Zatézmy, ze li_>m an =a i 1i_>m an=bia#b.
n—oo n—,oo

Skoro a # b, to musimy mieé¢ p(a,b) > 0.

WeZmy € = p(a,b)/2 > 0. Z definicji granicy otrzymujemy

lim a, =a = 3,,en Vusn, plan,a) < e,
n—o0

lim a, =b = Fn,eN Vnsn, plan,b) < e.
n—o0

Zatem dla kazdego n > max{nj,ns} mamy

2e = p(a,b) < p(a,an) + plap,b) = plap, a) + p(an,b) < &+ = 2e.
Otrzymalismy 2e < 2¢, gdzie € > 0, czyli sprzecznosé. O
Wilasnosé 8. 3. Zmiana skoniczonej liczby wyrazow ciagu nie wplywa na jego zbiezno$é¢ ani na
wartos¢ granicy.

Dowdd. Chcemy pokazaé, ze jesli a, — a i ciag {b,} jest taki, ze Ip,en Vn>n, bn = an, to b, — a.
Zalozenie, ze an, — a oznacza, ze V>0 IngeN Yn>n, P(Gn,a) < €. Skoro Vp>pn, by, = ap, to mamy
r6wniez Ve0 In,eNng=max{non} Yn>ny P(bn,a) < €, co oznacza, ze b, — a. O

Wilasno$é 8.4. Zbiér wyrazow ciagu zbieznego jest ograniczony.

Dowdd. Niech {a,} bedzie ciagiem zbieznym, tzn. dla pewnego a mamy a, — a. Zbieznosé¢ ta
jest réwnowazna zbieznosci p(an,a) — 0, co oznacza, ze ciag liczbowy ay, = p(ap,a) jest zbiezny.
Z poprzedniego semestru wiemy, ze kazdy ciag liczbowy zbiezny jest ograniczony. Zatem ciag {a, }
jest w szczegdlnosci ograniczony z gory, tzn.

dnrer Vnen an < M,
czyli
3]\JER VnEN p(anv a’) < M7

co z kolei oznacza, ze
El]\/[EIR VneN an € K(aa M)

lub réwnowaznie
Jnrer {al,a2, .. } C K(a, M)

Ostatnia relacja oznacza, ze zbiér {a,as, ...} jest ograniczony. O
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Wilasnosé 8.5. Kazdy podciag ciagu zbieznego jest zbiezny do tej samej granicy.
Dowdd. Niech {ay,} bedzie ciagiem zbieznym, tzn. dla pewnego a mamy li_>m an = a. Rozwazmy
n o0
dowolny podciag {an, } ciagu {a,}. Chcemy pokazaé, ze klim an, = a.
—r 00
Wynika to z nastepujacego ciagu rownowaznosci i implikacji:

. n—0oo k—oo .
lim a, =a <= a, =plap,a) — 0 = a,, — 0 < lim a,, =a. O
n—00 k—00

Definicja. Méwimy, ze ciag {a,, } punktéw przestrzeni metrycznej (X, p) spelnia warunek Cauchy’ego

< Vo ElnoEN vm,nZno p(amam) <e.

Twierdzenie 8. 1. Kazdy ciag zbiezny {a,} punktéw przestrzeni metrycznej spelnia warunek
Cauchy’ego.
Dowdd. 7 zalozenia ciag {ay} jest zbiezny, tzn. dla pewnego a mamy li_)In an = a, co z kolei oznacza,
n o

z€ Yes0 IngeN Yn>ng plan,a) < €/2. Stad dla dowolnego ¢ > 0 znajdziemy ng € N (jest to ng z
poprzedniego zdania) takie, ze

Vinnsno PGns am) < plan, a) + plam,a) <e/2+e/2 =¢. O
Uwaga 8.1. Istnieja przestrzenie metryczne, dla ktoérych twierdzenie odwrotne jest falszywe, tzn.

przestrzenie metryczne, w ktorych ciag spelniajacy warunek Cauchy’ego nie musi by¢ zbiezny.

Przyklad (przestrzeni metrycznej, w ktérej mamy ciag spehiajacy warunek Cauchy’ego, nie bedacy
ciagiem zbieznym).
Rozwazmy zbiér X = (0, 00) z metryka naturalng p(z,y) = |z —y|. W przestrzeni metrycznej (X, p)
zdefiniujmy ciag a, = %, n>1.

Wtedy a, — 0 w R, zatem {a,} spelia warunek Cauchy’ego. Jednak ciag ten nie ma granicy
w (0,00) (bo ma granice réwna 0 a drugiej granicy mieé¢ nie moze).

Definicja. Przestrzen metryczna (X, p) nazywamy zupeha jesli kazdy ciag {a, } punktéw tej przes-
trzeni, speliajacy warunek Cauchy’ego, jest zbiezny do punktu tej przestrzeni.

Twierdzenie 8.2. R z metryka naturalna jest przestrzenia metryczna zupekna.

Dowdd. Z poprzedniego semestru wiemy, ze:
Ciag liczbowy {a,} jest zbiezny <= {a,} spelia warunek Cauchy’ego,

zas zbieznosé ciagu liczbowego z zeszltego semestru to zbieznoéé w przestrzeni R z metryka naturalna.

O

Twierdzenie 8.3 (Zbieznosé w RF z metryka naturalna).
Niech a = (a1, as,...,a;r) € R¥ i a, = (a1, agn, .. ., ax,) € RF dlan > 1. Wéwczas

lim a, =a <= V,—;__ lim a3, = a;,

n—00 n—00
tzn. ciag jest zbiezny w R¥ z metryka naturalna <= zbiezne sa jego wspéirzedne.
Dowad.
—). Zakladamy, ze lim a,, = a, co jest rbwnowazne temu, ze lim p(a,,a) = 0, co z kolei oznacza,

n—oo n—oo
ze lim \/Zf,l(am —a;)? = 0. Stad
n—oo -

Vici2,.k 04 0< |aj, —aj| = /(ajn —a;)? <
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i z twierdzenia o trzech ciagach otrzymujemy, ze V,—12, T}Ln;o|ajn — aj| = 0, co oznacza, ze

Vio Iim a;p, = a;.
]_1727"'7k n—00 mn J

<=). Zakladamy, ze V;—1 1 nli_}ngoam = a;, czyli, ze

vi:l,...,k Ves0 ElnieN VnZni ’ain - ai’ < 5/\/%

Stad
k k o2
Veo0 3noeN,no:max{nl,nQ,...,nk} VnZno P(an,a) = E (am — ai)Q < E E g,
=1 =1
co oznacza, ze lim p(a,,a) =0, co z kolei jest réwnowazne temu, ze lim a, = a. O
n—00 n—00

Twierdzenie 8.4. R* z metryka naturalna jest przestrzenia metryczna zupena.

Dowdd. Niech ciag {a,} = {(ain, a2n, - .., ax,)} spelnia warunek Cauchy’ego, tzn.

Ves0 FnoeN Vimnsno p(an,am) < €. (1)

Skoro dla j = 1,2,...,k mamy p(a,,an) \/ZZ (@in — aim)? > /(ajn — ajm)? = |ajn — ajml,
to z (1) otrzymujemy
Vi=1.2,...k Ye>0 FngeN Vimnsng |Gjn — ajm| < €.

co oznacza, ze dla kazdego j = 1,2,...,k ciag {a;jn} spelnia warunek Cauchy’ego w R z metryka
naturalna. Wiemy, ze R z metryka naturalng jest przestrzenia metryczna zupelna. Zatem

. . . . n—oo
Vj=12,.k ciag {aj,} jest zbiezny, oznaczmy aj, — a;.

n—oo

Z twierdzenia 7.3 otrzymujemy a,, = (ain, a2n, - -, 0gn) — (a1,a2,...,a;) = a.
Udalo nam sie zatem pokazaé, ze kazdy ciag, okreslony w R* z metryka naturalna i spelniajacy
warunek Cauchy’ego, jest zbiezny. O

Twierdzenie 8.5 (Banacha o punkcie stalym/zasada Banacha/zasada odwzorowan zwezajacych).
Jesli (X, p) jest przestrzeniag metryczng zupelna i f : X — X jest odwzorowaniem zwezajacym,
tzn. funkcja speliajaca nastepujacy warunek

Jre,1) Vayex p(f(2), f(y) < Lp(z,y),

to istnieje doktadnie jeden punkt z¢ € X taki, ze f(z¢) = xo.

Dowaéd twierdzenia Banacha pomijamy.

Punkt z¢ taki, ze f(z9) = xo nazywa si¢ punktem stalym odwzorowania f.

ELEMENTY TOPOLOGII:
Definicja.

e Zbiér A zawarty w przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy zbiorem otwartym <= kazdy
element a tego zbioru nalezy do A wraz z pewna kula K(a,r) :

A jest otwarty <= Vgea >0 K(a,r) C A.

e 7Zbiér A zawarty w przestrzeni metrycznej (X, p) nazywamy zbiorem domknietym <= X\ A
jest zbiorem otwartym.




Wyklady z AM2 (semestr letni, 2023/2024) Wyktad 8

Przyklady: Rozwazmy R z metryka naturalng p(z,y) = |z — y|. Wtedy
e (a,b) jest zbiorem otwartym;
e [a,b] jest zbiorem domknietym, bo R\ [a,b] = (—o0,a) U (b, 00) jest otwarty;

e [a,b) nie jest zbiorem ani otawrtym ani domknietym.

Definicja.

e Whnetrze zbioru A, oznaczane IntA, w przestrzeni metrycznej (X, p) to zbior

IntA:={aec A: 30 K(a,r) C A}

e Domkniecie zbioru A, oznaczane A, w przestrzeni metrycznej (X, p) to zbiér

Ai={r € X :Vpso K(z,7) N A # 0}.

e Brzeg zbioru A, oznaczany JA, w przestrzeni metrycznej (X, p) to zbior

O0A = A\ IntA.

Przyklady: W R z metryka naturalna mamy: Int([a,b)) = (a,b), [a,b) = [a,b] i O([a,b)) = {a,b}.
Twierdzenie 8.6.

Zbiér A zawarty w przestrzeni metrycznej jest domknigty <= YV, yca Voex (limpooo v =2 =2 € A).
Dowdd pomijamy.

Twierdzenie 8. 7. Podzbiér A przestrzeni metrycznej zupelnej jest przestrzenia zupelma (z ta
samg matryka) <= A jest domkniety.

Dowdd pomijamy.



