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Wyk lad 8: Zbieżność w przestrzeniach metrycznych. Elementy topologii.

Przypomnienie: Jeśli a, an ∈ R dla n ∈ N, to

lim
n→∞

an = a ⇐⇒ ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 |an − a|︸ ︷︷ ︸
q

ρ(an, a)

< ε,

gdzie ostatnia równość zachodzi w metryce naturalnej.

Definicja. Mówimy, że cia̧g {an} o wyrazach w przestrzeni metrycznej (X, ρ) jest zbieżny do a ∈ X

⇐⇒ ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 ρ(an, a) < ε tzn. lim
n→∞

ρ(an, a) = 0.

Zapisujemy lim
n→∞

an = a lub an → a.

W lasność 8.1. Każdy cia̧g sta ly jest zbieżny: (∀n∈N an = a) ⇒ lim
n→∞

an = a.

Dowód. Mamy lim
n→∞

ρ(an, a) = lim
n→∞

ρ(a, a) = lim
n→∞

0 = 0, co oznacza, że lim
n→∞

an = a.

W lasność 8.2. Cia̧g zbieżny ma tylko jedna̧ granicȩ.

Dowód. Przeprowadzimy dowód nie wprost. Za lóżmy, że lim
n→∞

an = a i lim
n→∞

an = b i a ̸= b.

Skoro a ̸= b, to musimy mieć ρ(a, b) > 0.
Weźmy ε = ρ(a, b)/2 > 0. Z definicji granicy otrzymujemy

lim
n→∞

an = a =⇒ ∃n1∈N ∀n≥n1 ρ(an, a) < ε,

lim
n→∞

an = b =⇒ ∃n2∈N ∀n≥n2 ρ(an, b) < ε.

Zatem dla każdego n ≥ max{n1, n2} mamy

2ε = ρ(a, b) ≤ ρ(a, an) + ρ(an, b) = ρ(an, a) + ρ(an, b) < ε + ε = 2ε.

Otrzymalísmy 2ε < 2ε, gdzie ε > 0, czyli sprzeczność.

W lasność 8. 3. Zmiana skończonej liczby wyrazów cia̧gu nie wp lywa na jego zbieżność ani na
wartość granicy.

Dowód. Chcemy pokazać, że jeśli an → a i cia̧g {bn} jest taki, że ∃n1∈N ∀n≥n1 bn = an, to bn → a.
Za lożenie, że an → a oznacza, że ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 ρ(an, a) < ε. Skoro ∀n≥n1 bn = an, to mamy
również ∀ε>0 ∃n2∈N,n2=max{n0,n1} ∀n≥n2 ρ(bn, a) < ε, co oznacza, że bn → a.

W lasność 8.4. Zbiór wyrazów cia̧gu zbieżnego jest ograniczony.

Dowód. Niech {an} bȩdzie cia̧giem zbieżnym, tzn. dla pewnego a mamy an → a. Zbieżność ta
jest równoważna zbieżności ρ(an, a) → 0, co oznacza, że cia̧g liczbowy αn = ρ(an, a) jest zbieżny.
Z poprzedniego semestru wiemy, że każdy cia̧g liczbowy zbieżny jest ograniczony. Zatem cia̧g {αn}
jest w szczególności ograniczony z góry, tzn.

∃M∈R ∀n∈N αn < M,

czyli
∃M∈R ∀n∈N ρ(an, a) < M,

co z kolei oznacza, że
∃M∈R ∀n∈N an ∈ K(a,M)

lub równoważnie
∃M∈R {a1, a2, . . .} ⊂ K(a,M).

Ostatnia relacja oznacza, że zbiór {a1, a2, . . .} jest ograniczony.
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W lasność 8.5. Każdy podcia̧g cia̧gu zbieżnego jest zbieżny do tej samej granicy.

Dowód. Niech {an} bȩdzie cia̧giem zbieżnym, tzn. dla pewnego a mamy lim
n→∞

an = a. Rozważmy

dowolny podcia̧g {ank
} cia̧gu {an}. Chcemy pokazać, że lim

k→∞
ank

= a.

Wynika to z nastȩpuja̧cego cia̧gu równoważności i implikacji:

lim
n→∞

an = a ⇐⇒ αn := ρ(an, a)
n→∞−→ 0 =⇒ αnk

k→∞−→ 0 ⇐⇒ lim
k→∞

ank
= a.

Definicja. Mówimy, że cia̧g {an} punktów przestrzeni metrycznej (X, ρ) spe lnia warunek Cauchy’ego

⇐⇒ ∀ε>0 ∃n0∈N ∀m,n≥n0 ρ(an, am) < ε.

Twierdzenie 8. 1. Każdy cia̧g zbieżny {an} punktów przestrzeni metrycznej spe lnia warunek
Cauchy’ego.

Dowód. Z za lożenia cia̧g {an} jest zbieżny, tzn. dla pewnego a mamy lim
n→∞

an = a, co z kolei oznacza,

że ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 ρ(an, a) < ε/2. Sta̧d dla dowolnego ε > 0 znajdziemy n0 ∈ N (jest to n0 z
poprzedniego zdania) takie, że

∀m,n≥n0 ρ(an, am) ≤ ρ(an, a) + ρ(am, a) < ε/2 + ε/2 = ε.

Uwaga 8.1. Istnieja̧ przestrzenie metryczne, dla których twierdzenie odwrotne jest fa lszywe, tzn.
przestrzenie metryczne, w których cia̧g spe lniaja̧cy warunek Cauchy’ego nie musi być zbieżny.

Przyk lad (przestrzeni metrycznej, w której mamy cia̧g spe lniaja̧cy warunek Cauchy’ego, nie bȩda̧cy
cia̧giem zbieżnym).
Rozważmy zbiór X = (0,∞) z metryka̧ naturalna̧ ρ(x, y) = |x−y|. W przestrzeni metrycznej (X, ρ)
zdefiniujmy cia̧g an = 1

n , n ≥ 1.
Wtedy an → 0 w R, zatem {an} spe lnia warunek Cauchy’ego. Jednak cia̧g ten nie ma granicy

w (0,∞) (bo ma granicȩ równa̧ 0 a drugiej granicy mieć nie może).

Definicja. Przestrzeń metryczna̧ (X, ρ) nazywamy zupe lna̧ jeśli każdy cia̧g {an} punktów tej przes-
trzeni, spe lniaja̧cy warunek Cauchy’ego, jest zbieżny do punktu tej przestrzeni.

Twierdzenie 8.2. R z metryka̧ naturalna̧ jest przestrzenia̧ metryczna̧ zupe lna̧.

Dowód. Z poprzedniego semestru wiemy, że:

Cia̧g liczbowy {an} jest zbieżny ⇐⇒ {an} spe lnia warunek Cauchy’ego,

zaś zbieżność cia̧gu liczbowego z zesz lego semestru to zbieżność w przestrzeni R z metryka̧ naturalna̧.

Twierdzenie 8.3 (Zbieżność w Rk z metryka̧ naturalna̧).
Niech a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Rk i an = (a1n, a2n, . . . , akn) ∈ Rk dla n ≥ 1. Wówczas

lim
n→∞

an = a ⇐⇒ ∀i=1,...,k lim
n→∞

ain = ai,

tzn. cia̧g jest zbieżny w Rk z metryka̧ naturalna̧ ⇐⇒ zbieżne sa̧ jego wspó lrzȩdne.

Dowód.
=⇒). Zak ladamy, że lim

n→∞
an = a, co jest równoważne temu, że lim

n→∞
ρ(an,a) = 0, co z kolei oznacza,

że lim
n→∞

√∑k
i=1(ain − ai)2 = 0. Sta̧d

∀j=1,2,...,k 0← 0 ≤ |ajn − aj | =
√

(ajn − aj)2 ≤

√√√√ k∑
i=1

(ain − ai)2 → 0.
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i z twierdzenia o trzech cia̧gach otrzymujemy, że ∀j=1,2,...,k lim
n→∞

|ajn − aj | = 0, co oznacza, że

∀j=1,2,...,k lim
n→∞

ajn = aj .

⇐=). Zak ladamy, że ∀i=1,...,k lim
n→∞

ain = ai, czyli, że

∀i=1,...,k ∀ε>0 ∃ni∈N ∀n≥ni |ain − ai| < ε/
√
k

Sta̧d

∀ε>0 ∃n0∈N,n0=max{n1,n2,...,nk} ∀n≥n0 ρ(an,a) =

√√√√ k∑
i=1

(ain − ai)2 <

√√√√ k∑
i=1

ε2

k
= ε,

co oznacza, że lim
n→∞

ρ(an,a) = 0, co z kolei jest równoważne temu, że lim
n→∞

an = a.

Twierdzenie 8.4. Rk z metryka̧ naturalna̧ jest przestrzenia̧ metryczna̧ zupe lna̧.

Dowód. Niech cia̧g {an} = {(a1n, a2n, . . . , akn)} spe lnia warunek Cauchy’ego, tzn.

∀ε>0 ∃n0∈N ∀m,n≥n0 ρ(an,am) < ε. (1)

Skoro dla j = 1, 2, . . . , k mamy ρ(an,am) =
√∑k

i=1(ain − aim)2 ≥
√

(ajn − ajm)2 = |ajn − ajm|,
to z (1) otrzymujemy

∀j=1,2,...,k ∀ε>0 ∃n0∈N ∀m,n≥n0 |ajn − ajm| < ε.

co oznacza, że dla każdego j = 1, 2, . . . , k cia̧g {ajn} spe lnia warunek Cauchy’ego w R z metryka̧
naturalna̧. Wiemy, że R z metryka̧ naturalna̧ jest przestrzenia̧ metryczna̧ zupe lna̧. Zatem

∀j=1,2,...,k cia̧g {ajn} jest zbieżny, oznaczmy ajn
n→∞−→ aj .

Z twierdzenia 7.3 otrzymujemy an = (a1n, a2n, . . . , akn)
n→∞−→ (a1, a2, . . . , ak) = a.

Uda lo nam siȩ zatem pokazać, że każdy cia̧g, określony w Rk z metryka̧ naturalna̧ i spe lniaja̧cy
warunek Cauchy’ego, jest zbieżny.

Twierdzenie 8.5 (Banacha o punkcie sta lym/zasada Banacha/zasada odwzorowań zwȩżaja̧cych).
Jeśli (X, ρ) jest przestrzenia̧ metryczna̧ zupe lna̧ i f : X → X jest odwzorowaniem zwȩżaja̧cym,
tzn. funkcja̧ spe lniaja̧ca̧ nastȩpuja̧cy warunek

∃L∈(0,1) ∀x,y∈X ρ (f(x), f(y)) ≤ Lρ(x, y),

to istnieje dok ladnie jeden punkt x0 ∈ X taki, że f(x0) = x0.

Dowód twierdzenia Banacha pomijamy.

Punkt x0 taki, że f(x0) = x0 nazywa siȩ punktem sta lym odwzorowania f .

ELEMENTY TOPOLOGII:

Definicja.

� Zbiór A zawarty w przestrzeni metrycznej (X, ρ) nazywamy zbiorem otwartym ⇐⇒ każdy
element a tego zbioru należy do A wraz z pewna̧ kula̧ K(a, r) :

A jest otwarty ⇐⇒ ∀a∈A ∃r>0 K(a, r) ⊂ A.

� Zbiór A zawarty w przestrzeni metrycznej (X, ρ) nazywamy zbiorem domkniȩtym ⇐⇒ X \A
jest zbiorem otwartym.
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Przyk lady: Rozważmy R z metryka̧ naturalna̧ ρ(x, y) = |x− y|. Wtedy

� (a, b) jest zbiorem otwartym;

� [a, b] jest zbiorem domkniȩtym, bo R \ [a, b] = (−∞, a) ∪ (b,∞) jest otwarty;

� [a, b) nie jest zbiorem ani otawrtym ani domkniȩtym.

Definicja.

� Wnȩtrze zbioru A, oznaczane IntA, w przestrzeni metrycznej (X, ρ) to zbiór

IntA := {a ∈ A : ∃r>0 K(a, r) ⊂ A}.

� Domkniȩcie zbioru A, oznaczane Ā, w przestrzeni metrycznej (X, ρ) to zbiór

Ā := {x ∈ X : ∀r>0 K(x, r) ∩A ̸= ∅}.

� Brzeg zbioru A, oznaczany ∂A, w przestrzeni metrycznej (X, ρ) to zbiór

∂A := Ā \ IntA.

Przyk lady: W R z metryka̧ naturalna̧ mamy: Int([a, b)) = (a, b), [a, b) = [a, b] i ∂([a, b)) = {a, b}.

Twierdzenie 8.6.
Zbiór A zawarty w przestrzeni metrycznej jest domkniȩty⇐⇒ ∀{xn}⊂A ∀x∈X (limn→∞ xn = x⇒ x ∈ A) .

Dowód pomijamy.

Twierdzenie 8. 7. Podzbiór A przestrzeni metrycznej zupe lnej jest przestrzenia̧ zupe lna̧ (z ta̧
sama̧ matryka̧) ⇐⇒ A jest domkniȩty.

Dowód pomijamy.
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