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Wyk lad 9: Granica i cia̧g lość funkcji wielu zmiennych.
Pochodne cza̧stkowe i kierunkowe

Przez ca ly wyk lad zak ladamy, że f : D → R, gdzie D ⊂ Rk. W Rk rozważamy metrykȩ naturalna̧

ρ(x,y) = ρ((x1, x2, ..., xk), (y1, y2, ..., yk)) =
√∑k

i=1(xi − yi)2.

Ponadto definiujemy ||x|| := ρ(x,0) =
√∑k

i=1 x
2
i (jest to tzw. norma).

Definicja (Heinego granicy funkcji wielu zmiennych).
Niech a = (a1, a2, . . . , ak) ∈ Rk bȩdzie punktem skupienia zbioru D i niech g ∈ R ∪ {−∞,+∞}.
Mówimy, że g jest granica̧ funkcji f w punkcie a, co zapisujemy: limx→a f(x) = g lub f(x)

x→a→ g,
⇔

∀{xn}⊂D\{a} lim
n→∞

xn = a ⇒ lim
n→∞

f(xn) = g.

Definicja (Cauchy’ego skończonej granicy funkcji wielu zmiennych).
Niech a ∈ Rk bȩdzie punktem skupienia zbioru D i niech g ∈ R. Wtedy

lim
x→a

f(x) = g ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < ρ(x,a) < δ ⇒ |f(x) − g| < ε.

Twierdzenie 9.1. Definicje Heinego i Cauchy’ego skończonej granicy funkcji wielu zmiennych sa̧
równoważne.

Definicja (Cauchy’ego niew laściwej granicy funkcji wielu zmiennych).
Niech a ∈ Rk bȩdzie punktem skupienia zbioru D. Wtedy

lim
x→a

f(x) = +∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < ρ(x,a) < δ ⇒ f(x) > G,

lim
x→a

f(x) = −∞ ⇔ ∀G>0 ∃δ>0 ∀x∈D 0 < ρ(x,a) < δ ⇒ f(x) < −G.

Definicja (Heinego cia̧g lości funkcji wielu zmiennych).
Funkcja f jest cia̧g la w punkcie a ∈ D ⇔ ∀{xn}⊂D lim

n→∞
xn = a ⇒ lim

n→∞
f(xn) = f(a).

Twierdzenie 9.2 (definicja Cauchy’ego cia̧g lości funkcji wielu zmiennych).
Funkcja f jest cia̧g la w punkcie a ∈ D ⇔ ∀ε>0 ∃δ>0 ∀x∈D ρ(x,a) < δ ⇒ |f(x)−f(a)| < ε.

Twierdzenie 9.3. Funkcja f jest cia̧g la w punkcie a ∈ D bȩda̧cym punktem skupienia zbioru D
⇔ limx→a f(x) = f(a).

Definicja. Mówimy, że f jest cia̧g la ⇔ jest cia̧g la w każdym punkcie swojej dziedziny.

Twierdzenie 9.4 (O cia̧g lości modu lu i dzia lań arytmetycznych).
Jeśli f, g : D → R sa̧ cia̧g le w punkcie a ∈ D i c ∈ R jest sta la̧, to

� cf , |f |, f + g i fg sa̧ funkcjami cia̧g lymi w punkcie a;

�
f
g jest funkcja̧ cia̧g la̧ w punkcie a jeśli tylko ∀x∈D g(a) ̸= 0.
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Poniźej zak ladamy, że G ⊂ Rk jest obszarem, f : G → R i x0 = (x10, x20, . . . , xk0) ∈ G.

Definicja (pochodnych cza̧stkowych pierwszego rzȩdu). Jeśli istnieje skończona granica

lim
h→0

f(x10 + h, x20, . . . , xk0) − f(x10, x20, . . . , xk0)

h
,

to nazywamy ja̧ pochodna̧ cza̧stkowa̧ funkcji f wzglȩdem zmiennej x1 w punkcie x0 i oznaczamy
f ′
x1

(x0) lub fx1(x0) lub ∂f
∂x1

(x0).
Analogicznie określamy pochodne cza̧stkowe wzglȩdem zmiennych x2, . . . , xk:

f ′
xi

(x0) = lim
h→0

f(x10, . . . , xi−1,0, xi0 + h, xi+1,0, . . . , xk0) − f(x10, x20, . . . , xk0)

h
, i = 1, 2, . . . , k,

jeśli tylko powyższa granica istnieje i jest skończona.

Uwaga 9.1. Funkcja wielu zmiennych, inaczej niż funkcja jednej zmiennej, może być niecia̧g la
w punkcie x0 i mieć w nim wszystkie pochodne cza̧stkowe pierwszego rzȩdu.

Definicja (pochodnych kierunkowych).
Pochodna̧ kierunkowa̧ funkcji f w punkcie x0 ∈ G w kierunku wektora v takiego, że ||v|| = 1 na-
zywamy granicȩ

lim
t→0

f(x0 + tv) − f(x0)

t
,

jeśli granica ta istnieje i jest skończona. Oznaczamy ja̧ f ′
v(x0) lub ∂f

∂v (x0) lub Dvf(x0).
W szczególności pochodna kierunkowa funkcji f : G → R, gdzie G to odszar zawarty w R2,

w punkcie (x0, y0) ∈ G w kierunku wektora v = (v1, v2) takiego że v21 + v22 = 1 to granica

f ′
v(x0, y0) = lim

t→0

f(x0 + tv1, y0 + tv2) − f(x0, y0)

t
.

Definicja. Wektor v taki, że ||v|| = 1 nazywamy wersorem.

2


