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Zadania domowe z Analizy Matematycznej I - czes¢ 1
(funkcje cyklometryczne, indukcja, kresy, granica ciggu, granica dolna i gérna)

Zadanie 1. Obliczy¢ arctg(—1), arccos(cos(18%)), cos(3 arccos(—3g)), sin(2 arcsin(%)), tg(5 arcsin(7y))-
Zadanie 2. Przedstawié funkcje odwrotng wzgledem funkcji f(x) = % dla x € (=5, %) za pomoca funkcji
arcctg.

Zadanie 3. Wyrazi¢ funkcje odwrotng wzgledem funkcji f(x) = 2sin(3x —4) obcietej do przedziatu [% + 5 % + 3]

poprzez funkcje arcsin x.

Zadanie 4. Podac dziedziny i narysowaé wykresy funkcji f(x) = § — arctg(tgz), g(x) = tg(arctgx).

Zadanie 5. Udowodnic, Ze dla kazdego x € R mamy
(a) arctg(—z) = —arctgx,
(b) arcctgx + arcctg(—x) = 7.

Zadanie 6. Wykazaé, zZe

1 n 1 + +1>3
n+l n+2 7 2n" 5

Zadanie 7. Niech A bedzie niepustym i ograniczonym z gory podzbiorem R, niech X\ > 0 oraz niech

M={Xa:a€ A}

VineNAn>3

Udowodnié, ze
sup(AA) = Asup A.

Zadanie 8. (a) Niech f,g: A — R bedq funkcjami ograniczonymi z dotu. Udowodnié, Ze
. S . .
inf (f(2z) + 9(2)) 2 inf f(z)+ inf g(z)
(b) Niech f,g: A— R beda funkcjami ograniczonymi. Udowodnié, ze
. . S B C . S B B
[inf f(z) — inf g(e)| > inf (f(e) — g(e)) i | int f(z) ~ int g(a)| > int (~ (f(z) — g(x)).
(¢) Niech f,g: A— R beda funkcjami ograniczonymi. Czy jest prawda, ze
. . S B 9
| inf f(z) — inf g(z)| = inf |f(z) - g(2)]

2ntiyr
27L -

Zadanie 9. Bezposrednio z definicji granicy ciqggu wykazaé, zZe lim,_, 8.

Zadanie 10. Obliczyé granice ciggow

(a) an = Vn2+n—+vn?—n, (b) bn:ﬁ7

(€) ¢ = V213 +3n2 +n— V2n3 +n2 —1, (d) dy, =n (V8n® —n —2n),

(e) en = n/9n+10n+4’ (f) fn _ (nT:z)))Qn-‘rl + n/3n+4n7
(8) gn = V92 + /n —3n, (h) h,, =n</2 — /203 +5,

(1) in = /25714 30+ 2cos(5), () Jn = et
(m) m,, = i 1 4 41 (n) = = 4+ __2 . 4__n
T /R34l n3+2 e vVn34n ’ T nfitn vVnt42n T vnifnn’
1\n _ 1\n
E) ’ (p) Pn = (LOOOl - E) ’

(0) 0, = (0,9999 +
() ra = (22)" ) o= (22)"

(t) tn = (;Zt?)_Mn, (u) u, = (ﬁrl)g_n.
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Zadanie 11. Zbadaé zbieznosé ciggow okreslonych rekurencyjnie i obliczyé ich granice, jesli istniejg:

@] ® = ! w{," ~
Unt1 = +/3an +18, n >0, b1 = 6-#92 n>1

Zadanie 12. CZzy podane ciggi sg¢ zbieine? OdpowiedZ uzasadnic.

. _ by = beR
_ _ k 1
(a)an—H(l 477) (b){bn = (1-—35)bp—1, n>2
k=1
Zadanie 13. Udowodnic przez indukcje, zZe n! > (%)n dlan=1,2,.... Wykorzystujgc udowodniong nieréwnosé
pokazad, ze lim,,_,oo V/nl = oo.
Zadanie 14. Zbada¢, dla jakich x € R ponizsza granica jest skonczona
. " ok
Jm TL(0ee).
k=0
Zadanie 15. Obliczyé granice gorne i dolne nastepujgcych ciggéw
n\ " n2(—1)(nt1n/2
(@ an= (1+55) " (b) b = (14072 0
(c) ¢, = cos(nm) - LHE2E3Fetn | iy d) d, = (=n"+t + 0" sl
n n2 2 7 n n(min) n2 =1 427
(€) en = " cos(2n? + 3), (F) fn = (3" + (=2)")2/".

Zadanie 16. Niech {a,} oraz {b,} bedg ciggami ograniczonymi o wyrazach dodatnich. Czy jest prawdg, Ze

limsup(a,, - b,) = limsupa, - limsupb,, ?
n—o00 n— 00 n—oo

ODPOWIEDZI:

1. -7 4n VT VT 1 2. f(x) = arcctg(2z) — 3
3. f71(z) = (r+4—arcsin(%))/3

4. Dy =R\ {§ +km ke Z}, Dy =R

6. WSKAZOWKA: Mozma przeprowadzi¢ dowéd indukeyjny.

8. (c¢) NIE jest prawda. Kontrprzyktad: f,g: R = R, f(z) = { 0 daz#0 { —1 dlaz#0

-1 dla:c:O’g(I> 0 dlax =0

10. (a) 1 (b) 2 (c) 335 (d) —5 () 10 (f) e™®+4 (g) 0 (1) 0 (i) 8 (j) —5 (k) 0 () 1 (m) 0 (n) 5 (0) O (p) 00 (r)

oo (s) 0 (t) e~ (u)

11. Podane ciagi sa zbiezne, bo sa monotoniczne i ograniczone. Szukane granice wynosza (a) 6
(b) 2

12. Tak, sa zbiezne.

14. Granica ta jest skoriczona jedynie dla x € [—1,1). (Dla z # 1 mozna pomnozy¢ wyrazenie przy granicy przez
1=L i uproscic.)

15. Granice dolne i gérne wynosza (a) ﬁ, Vve®) L e(c)—3,4(d)—2,2(e)0,0(f)9,9

16. Badana r6wno$¢ nie jest prawdziwa (trzeba podaé kontrprzyktad).



