Zadania domowe z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Czgsé 3

Zadania domowe z Analizy Matematycznej I - czesS¢ 3
(twierdzenie Lagrange’a, regula de I’Hospitala, wz6r Taylora, ekstrema funkcji,
calka nieoznaczona)

Zadanie 1. Udowodnié nieréwnosci
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dla 0<z<y,

(b) pyP tx—y) <aP —yP < paPHz —y) dla O0<y<zx oraz p>1,
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Zadanie 2. Obliczyé
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Zadanie 3. Sumujgc trzy poczgtkowe sktadniki we wzorze Taylora dla funkcji In(1 + x) obliczyé przyblizong
warto$é wyrazenia In(1,2). Podaé oszacowanie bledu tego przyblizenia.

Zadanie 4. Korzystajgc ze wzoru Taylora dla funkeji f(x) = /1 + x obliczyé warto$é /0,97 z doktadnosdcig do
107°. Ile sktadnikow rozwiniecia nalezy zsumowaé aby uzyskaé Zgdang dokladnosé?

Zadanie 5. Korzystajoc ze wzoru Taylora z resztg Peano obliczy¢ granice

lim ((x3 —zt 4+ g)e% — Vb + 1) .

T—r+o0
Zadanie 6. Niech
x? "\ _,
fa)=(1+z+ o5+ 4+ )e™.

Wyznaczyé inf e (0, 400) f(x) oraz SUP g€ (0,400) f(z).

Zadanie 7. Wyznaczyé ekstrema i przedzialty monotonicznodci funkcji

1
(a) f(2) = = — 2arctge, (b) f(x) = we™", (c) flw) = —.
x
Zadanie 8. Pokazad, Ze prawdziwe sg¢ nastepujgce Townania i nierownosci
(a) 2arctgz + arcsi dla z>1 (b) arctgz + arctg——~ = " dla x> —1
a) 2arctgx + arcsin ——— = a x arctgx + arctg—— = — dla = > —
g 1+ 22 ™ Z 4 g gl Tz 1 )
22
(c) (2+cosz) > 3sinz dla = >0, (d) e <14 ze® dla x>0, (e) 1—§<cosm dla x #0.

Zadanie 9. Wyznaczyé asymptoty funkcji

er Inz

(a) f(x):m, (b) f(m)—7
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Zadanie 10. Zbadaé przebieg zmiennosci i naszkicowaé wykresy funkcyi

X

(@) f@) = 5

Zadanie 11. Obliczy¢ caltki

(a) f(tgx)2d‘r7 (b) I(Q‘r—?’)lodm? (C) f2+f7 (d) coshx7
(e) [ sin® z cos xdx, (£) f( ;df T, (&) [ (arcsim;z <, (h) fﬁv
(i) [Inzdz, (j) [z cosade, (k) [z%e'~"du, ) f8azze4*x3d1’.

Zadanie 12. Obliczyé nastepujgce calki z funkcji wymiernych

@ [ @i (b) | srsgade, () [ side, (d) [ 3%

Zadanie 13. Wyprowadzi¢ wzory rekurencyjne dla catek

(a) [(Inz)"dez, (b) [ cos™ zdx.

Zadanie 14. Obliczyé¢ calki z wyrazen trygonometrycznych

(a) [sin®xzdz, (b) [ sin® zdz, (c) [sin*zcos® zdx, (d) [sin*z cos® zdxr,
(e) fCOS 3x cos bz d.’L‘, (f) f 4c05w+351nw’ (g) fsmgoxszggs?’z’ (h) f sinij(Lls-i:lcﬁsz) dx.
Zadanie 15. Obliczyé calki zawierajgce pierwiastki
(a) f \4/5—acd-f\/5—:c’ (b) f ‘/2iix2’ (C) f \/1§I2i+a (d) f’LAmdéﬂ
ODPOWIEDZI:
1. Skorzystaé z twierdzenia Lagrange’a dla funkcji (a) f(z) =Inz, (b) f(z) = 2P, (¢) f(z) = tgz.
2. (a) 0, (b) _%7 (C) -1, (d) é7 (e) 1, (f) L, (g) 6%7 (h) 6—2/71'7 (i) L, (j) 6_%
3.0,18;  |Rs(F)| < 5565
4. ~ 0,9899, wystarczy zsumowaé 3 sktadniki.
5. ¢
6. 011 (WSKAZOWKA: Wykazaé, ze f jest malejaca na (0,00).)
7.(2) frmaz(=1) =5 =1, frin(1) = 1 = Z, roénie w przedziatach (—oo, —1) oraz (1,00), maleje dla z € (—1,1)

(b) frnaz (i/g) = \S/ge_%, rosnie dla T € (—oo, Y %), maleje dla x € ({’/g, oo)

(€) fmaz(e) =1, roénie dla z € (0, €), maleje dla x € (e, 00)

8. WSKAZOWKI:
(a) rozpatrzyé funkcje f(x) = 2arctgz + arcsin

2z
) 1422
(c) mozna rozpatrzyé funkcje f(x) = x — ;fég:m i zauwazyé, ze jest ona rosnaca na (0,00) oraz f(0) =0,

d) mozna postapié¢ analogicznie jak w zadaniu 8c) rozpatrujac na przykiad funkej ) =1+ xe® —€”
postap g J 1% ] przy € ,

i zauwazy¢, ze jest ona stala na [1,00) oraz f(1) =,

e) mozna rozpatrzy¢ funkcje f(x) =cosx — 1+ é i wyznaczy¢ jej ekstrema.
2 )
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9. (a) y = 0 to asymptota pozioma lewostronna, z = 2,z = —2 to asymptoty pionowe obustronne
(b) y = 0 to asymptota pozioma prawostronna, = 0 to asymptota pionowa prawostronna

10. (a) D = (0,1)U(1,00), = 1 to asymptota pionowa obustronna, f jest rosnaca w przedziatach (0,1) i (2, c0),
f jest malejaca w przedziale (1,e?), fin(e?) = %, f jest $cidle wypukla w przedziatach (0,1) i (1,¢€3), f jest
$cisle wklesta w przedziale (e3, 00), punkt przegiecia to (e, §¢?).

(b) D = R\ {1}, z = 1 to asymptota pionowa prawostronna, y = e to asymptota pozioma obustronna,
[ jest malejaca w przedziatach (—oo, 1) i (1,00), f jest $cidle wklesta w przedziale (—oco, §), f jest scisle wypukla
w przedziale (%, o0), punkt przegiecia to (%, %)

11. (a) F(z) =tgzr —x+C
(b) F(x) = 35(2¢ = 3)" + C
YT Gk v e

= arctge +

(e) F(z) = tsin®z+C
) t=22-1= Fz)=—
(8) F(z) = 3(aurcsmgc) +C
(h) 1=V = [ =3Va? - 3Ya+3m |z +1|+C
(i) F(z)=azlnz —2+C
() F(z) = zsinz + cosx + C
(k) F(z) = (!13 + 2z + 2)31—96 +C
1) F(z) = 5=+ O

12. (a) F(x) = 1n|x| ln|x+1|—%ﬂ+0
(b)F()—$+ arctgat 3arctg%+0
(c) F(x) —”"+1n|w| Im@?+1)+C
(d) F(:U) 1111 T— 1) _'_%arctggw_,’_l_’_c

At C

r24x+1 V3
13. (a) catkowanie przez czesci (u =In" z,v' =1) = I,, = [(lnz)"dz = { i]JIrl"C; I, ., 22(1)72’ o
z+C, n=20
(b) J, = [cos"zdx = sinz+ C, n=1
%cos” 1acsmgc+—Jn 2, m=2,3,...
14. (a) F(z) = 3z — ;sin2z + C
(b) t =cosz = F(z)=—21cos’z+ 2cos®z —cosz + C
(c) t=sinx = F(z )f%sinf’x %sin7x+C’
(d) F(z) = tsin®zcosz + 5y sin’ wcosw — 25 sin 22 + o + C, (skorzystaé z zadania 9.4a z éwiczen)

(e) F(z) = {5 sin8z + § sin2z + C
(g)t=tgr = [ =1ln|t—1|— 1n|t2+t—|—1| arctg[\[(t—i— )]+ C, gdzie t = tgx
(h) t = tg = f’**%“dt:%tg%ﬂggﬁnngguc
15. (@) t=5 -z = [“2d = o/5 -7 +4¢5 -z —4Aln(V5—z+1)+C
(b) F(z) = arcsin(z — 1) + C
(c) F(JU)—S\/&U2 4x+ —|—71n|x—2—|—\/332 dx + 5|+ C

(d) F(x) = (— — ﬂ — Z)V1 =22 + {5 arcsinz + C, (zastosowaé metode wspélezynnikéw nieoznaczonych)




