
Zadania domowe z AM1 (semestr zimowy, 2023/2024) Czȩść 3

Zadania domowe z Analizy Matematycznej I - czȩść 3
(twierdzenie Lagrange’a, regu la de l’Hospitala, wzór Taylora, ekstrema funkcji,

ca lka nieoznaczona)

Zadanie 1. Udowodnić nierówności

(a)
y − x

y
< ln

y

x
<

y − x

x
dla 0 < x < y,

(b) pyp−1(x− y) ≤ xp − yp ≤ pxp−1(x− y) dla 0 < y < x oraz p > 1,

(c)
β − α

cos2 α
< tgβ − tgα <

β − α

cos2 β
dla 0 < α < β <

π

2
.

Zadanie 2. Obliczyć

(a) lim
x→0+

7
√
x lnx, (b) lim

x→−2

arcsin(x + 2)

x2 + 2x
, (c) lim

x→∞

(
arctgx− π

2

)
x,

(d) lim
x→0

(
1

x sinx
− 1

x2

)
, (e) lim

x→0+
xsin x, (f) lim

x→+∞
(1 + 7x)

1√
x , (g) lim

x→1
(2 − x)tg

πx
2 ,

(h) lim
x→∞

(
2

π
arctgx

)x

, (i) lim
x→0

(cos(2x))
1

sin(3x) , (j) lim
x→0

(
arctg x

x

) 1
x2

.

Zadanie 3. Sumuja̧c trzy pocza̧tkowe sk ladniki we wzorze Taylora dla funkcji ln(1 + x) obliczyć przybliżona̧
wartość wyrażenia ln(1, 2). Podać oszacowanie b lȩdu tego przybliżenia.

Zadanie 4. Korzystaja̧c ze wzoru Taylora dla funkcji f(x) = 3
√

1 + x obliczyć wartość 3
√

0, 97 z dok ladnościa̧ do
10−5. Ile sk ladników rozwiniȩcia należy zsumować aby uzyskać ża̧dana̧ dok ladność?

Zadanie 5. Korzystaja̧c ze wzoru Taylora z reszta̧ Peano obliczyć granicȩ

lim
x→+∞

(
(x3 − x2 + x

2 )e
1
x −

√
x6 + 1

)
.

Zadanie 6. Niech

f(x) =

(
1 + x +

x2

2!
+ .. +

xn

n!

)
e−x .

Wyznaczyć infx∈(0,+∞) f(x) oraz supx∈(0,+∞) f(x).

Zadanie 7. Wyznaczyć ekstrema i przedzia ly monotoniczności funkcji

(a) f(x) = x− 2arctgx, (b) f(x) = xe−x3

, (c) f(x) =
lnx

x
.

Zadanie 8. Pokazać, że prawdziwe sa̧ nastȩpuja̧ce równania i nierówności

(a) 2arctgx + arcsin
2x

1 + x2
= π dla x ≥ 1, (b) arctgx + arctg

1 − x

1 + x
=

π

4
dla x > −1,

(c) x(2 + cosx) > 3 sinx dla x > 0, (d) ex < 1 + xex dla x > 0, (e) 1 − x2

2!
< cosx dla x ̸= 0.

Zadanie 9. Wyznaczyć asymptoty funkcji

(a) f(x) =
ex

4 − x2
, (b) f(x) =

lnx

x
.
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Zadanie 10. Zbadać przebieg zmienności i naszkicować wykresy funkcji

(a) f(x) =
x

ln2 x
, (b) f(x) = exp

(
x

x− 1

)
.

Zadanie 11. Obliczyć ca lki

(a)
∫

(tg x)2dx, (b)
∫

(2x− 3)10dx, (c)
∫

dx
2+

√
x
, (d)

∫
dx

cosh x ,

(e)
∫

sin5 x cosxdx, (f)
∫

xdx

(x2−1)
3
2
, (g)

∫ (arcsin x)2dx√
1−x2

, (h)
∫

dx
3
√
x+1

,

(i)
∫

lnxdx, (j)
∫
x cosxdx, (k)

∫
x2e1−xdx, (l)

∫
8x2e4−x3

dx.

Zadanie 12. Obliczyć nastȩpuja̧ce ca lki z funkcji wymiernych

(a)
∫

dx
x(x+1)2 , (b)

∫
x4

x4+5x2+4dx, (c)
∫

x3+x+1
x(x2+1)dx, (d)

∫
xdx
x3−1 .

Zadanie 13. Wyprowadzić wzory rekurencyjne dla ca lek

(a)
∫

(lnx)ndx, (b)
∫

cosn xdx.

Zadanie 14. Obliczyć ca lki z wyrażeń trygonometrycznych

(a)
∫

sin2 xdx, (b)
∫

sin5 xdx, (c)
∫

sin4 x cos3 xdx, (d)
∫

sin4 x cos2 xdx,

(e)
∫

cos 3x cos 5x dx, (f)
∫

dx
4cosx+3 sin x , (g)

∫
cosxdx

sin3 x−cos3x
, (h)

∫
2+sin x

sin x(1+cosx)dx.

Zadanie 15. Obliczyć ca lki zawieraja̧ce pierwiastki

(a)
∫

dx
4
√
5−x+

√
5−x

, (b)
∫

dx√
2x−x2

, (c)
∫

3x+1√
x2−4x+5

dx, (d)
∫
x4

√
1 − x2dx.

ODPOWIEDZI:

1. Skorzystać z twierdzenia Lagrange’a dla funkcji (a) f(x) = lnx, (b) f(x) = xp, (c) f(x) = tg x.

2. (a) 0, (b) − 1
2 , (c) −1, (d) 1

6 , (e) 1, (f) 1, (g) e
2
π , (h) e−2/π, (i) 1, (j) e−

1
3

3. 0, 18; |R3( 2
10 )| ≤ 8

3000

4. ≈ 0, 9899, wystarczy zsumować 3 sk ladniki.

5. 1
6

6. 0 i 1 (WSKAZÓWKA: Wykazać, że f jest maleja̧ca na (0,∞).)

7. (a) fmax(−1) = π
2 − 1, fmin(1) = 1 − π

2 , rośnie w przedzia lach (−∞,−1) oraz (1,∞), maleje dla x ∈ (−1, 1)

(b) fmax

(
3

√
1
3

)
= 3

√
1
3e

− 1
3 , rośnie dla x ∈

(
−∞, 3

√
1
3

)
, maleje dla x ∈

(
3

√
1
3 ,∞

)
(c) fmax(e) = 1

e , rośnie dla x ∈ (0, e), maleje dla x ∈ (e,∞)

8. WSKAZÓWKI:
(a) rozpatrzyć funkcjȩ f(x) = 2arctgx + arcsin 2x

1+x2 i zauważyć, że jest ona sta la na [1,∞) oraz f(1) = π,

(c) można rozpatrzyć funkcjȩ f(x) = x− 3 sin x
2+cos x i zauważyć, że jest ona rosna̧ca na (0,∞) oraz f(0) = 0,

(d) można posta̧pić analogicznie jak w zadaniu 8c) rozpatruja̧c na przyk lad funkcjȩ f(x) = 1 + xex − ex,

(e) można rozpatrzyć funkcjȩ f(x) = cosx− 1 + x2

2! i wyznaczyć jej ekstrema.
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9. (a) y = 0 to asymptota pozioma lewostronna, x = 2, x = −2 to asymptoty pionowe obustronne
(b) y = 0 to asymptota pozioma prawostronna, x = 0 to asymptota pionowa prawostronna

10. (a) D = (0, 1)∪(1,∞), x = 1 to asymptota pionowa obustronna, f jest rosna̧ca w przedzia lach (0, 1) i (e2,∞),

f jest maleja̧ca w przedziale (1, e2), fmin(e2) = e2

4 , f jest ścísle wypuk la w przedzia lach (0, 1) i (1, e3), f jest
ścísle wklȩs la w przedziale (e3,∞), punkt przegiȩcia to (e3, 1

9e
3).

(b) D = R \ {1}, x = 1 to asymptota pionowa prawostronna, y = e to asymptota pozioma obustronna,
f jest maleja̧ca w przedzia lach (−∞, 1) i (1,∞), f jest ścísle wklȩs la w przedziale (−∞, 1

2 ), f jest ścísle wypuk la
w przedziale ( 1

2 ,∞), punkt przegiȩcia to ( 1
2 ,

1
e ).

11. (a) F (x) = tg x− x + C
(b) F (x) = 1

22 (2x− 3)11 + C

(c) t =
√
x ⇒

∫
2tdt
t+2 = 2

√
x− 4 ln(

√
x + 2) + C

(d) F (x) = 2 arctg ex +C
(e) F (x) = 1

6 sin6 x + C
(f) t = x2 − 1 ⇒ F (x) = − 1√

x2−1
+ C

(g) F (x) = 1
3 (arcsinx)3 + C

(h) t = 3
√
x ⇒

∫
3t2dt
t+1 = 3

2
3
√
x2 − 3 3

√
x + 3 ln | 3

√
x + 1| + C

(i) F (x) = x lnx− x + C
(j) F (x) = x sinx + cosx + C
(k) F (x) = −(x2 + 2x + 2)e1−x + C

(l) F (x) = − 8
3e

4−x3

+ C

12. (a) F (x) = ln |x| − ln |x + 1| − 1
x+1 + C

(b) F (x) = x + 1
3 arctg x− 8

3 arctg x
2 + C

(c) F (x) = x + ln |x| − 1
2 ln(x2 + 1) + C

(d) F (x) = 1
6 ln (x−1)2

x2+x+1 + 1√
3

arctg 2x+1√
3

+ C

13. (a) ca lkowanie przez czȩści (u = lnn x, v′ = 1) ⇒ In =
∫

(lnx)ndx =

{
x + C, n = 0
x lnn x− nIn−1, n = 1, 2, . . .

(b) Jn =
∫

cosn xdx =

 x + C, n = 0
sinx + C, n = 1
1
n cosn−1 x sinx + n−1

n Jn−2, n = 2, 3, . . .

14. (a) F (x) = 1
2x− 1

4 sin 2x + C
(b) t = cosx ⇒ F (x) = − 1

5 cos5 x + 2
3 cos3 x− cosx + C

(c) t = sinx ⇒ F (x) = 1
5 sin5 x− 1

7 sin7 x + C

(d) F (x) = 1
6 sin5 x cosx + 1

24 sin3 x cosx− 1
32 sin 2x + 1

16x + C, (skorzystać z zadania 9.4a z ćwiczeń)
(e) F (x) = 1

16 sin 8x + 1
4 sin 2x + C

(f) t = tgx
2 ⇒

∫ −dt
(t−2)(2t+1) = − 1

5 ln |tgx
2 − 2| + 1

5 ln |2tgx
2 + 1| + C

(g) t = tgx ⇒
∫

dt
t3−1 = 1

3 ln |t− 1| − 1
6 ln |t2 + t + 1| −

√
3
3 arctg[ 2√

3
(t + 1

2 )] + C, gdzie t = tgx

(h) t = tgx
2 ⇒

∫
t2+t+1

t dt = 1
2 tg2 x

2 + tgx
2 + ln |tgx

2 | + C

15. (a) t = 4
√

5 − x ⇒
∫ −4t2dt

t+1 = −2
√

5 − x + 4 4
√

5 − x− 4 ln( 4
√

5 − x + 1) + C
(b) F (x) = arcsin(x− 1) + C
(c) F (x) = 3

√
x2 − 4x + 5 + 7 ln |x− 2 +

√
x2 − 4x + 5| + C

(d) F (x) = (x5

6 − x3

24 − x
16 )

√
1 − x2 + 1

16 arcsinx + C, (zastosować metodȩ wspó lczynników nieoznaczonych)
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