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4. Granica i ci ↪ag lość funkcji.

FAKT. Dla dowolnego a ∈ R mamy

lim
x→∞

(
1 +

a

x

)x
= ea .

1. Wykazać, że nie istnieje granica: limx→0− cos 1
3√x .

2. Obliczyć granice (jeśli istniej ↪a):

a) lim
x→0

√
x2 + 1−

√
x + 1

1−
√
x + 1

b) lim
x→1

3
√

2x− 1− 3
√

3x− 2√
4x− 3− 1

c) lim
x→−∞

sinx

x
d) lim

x→0

sin(sinx)

x

e) lim
x→0

1− cosx

x2
f) lim

x→∞
x2(1− cos(1/x)) g) lim

x→0

sin 5x

x + tg x

h) lim
x→0

√
1−
√

cosx

x
i) lim

x→+∞
(sin
√
x + 1− sin

√
x)

j) lim
x→+∞

√
x sin(

√
x + 1−

√
x) k) lim

x→+∞

(
2x + 3

2x + 1

)x+1

l) lim
x→0

sinhx

x

3. Korzystaj ↪ac z twierdzenia o trzech funkcjach obliczyć granice:

a) lim
x→0

x

[
1

x

]
b) lim

x→+∞

ln(1 + ex)

x
.

4. Wykazać, że prosta o równaniu y = mx + k, gdzie m, k ∈ R, m 6= 0, jest asymptot ↪a ukośn ↪a
prawostronn ↪a funkcji f wtedy i tylko wtedy gdy

m = lim
x→+∞

f(x)

x
i k = lim

x→+∞
(f(x)−mx).

5. Wyznaczyć asymptoty funkcji:

a) f(x) =
x2 − 1

2 + x
b) f(x) = x− arctg 2x.

6. Zbadać ci ↪ag lość funkcji

a) f : (−1,+∞)→ R f(x) = lim
n→∞

x2

1 + xn
b) f : R→ R f(x) = lim

n→∞

enx + 1

xenx + 2

7. Niech f : D → R, gdzie D ⊂ R. Wykazać, że jeśli f jest ci ↪ag la w punkcie x0 ∈ D, to funkcja
|f | też jest ci ↪ag la w x0.

8. Wykazać, że funkcja dana poniższym wzorem jest ci ↪ag la jedynie w punkcie a = 0.

f(x) =

{
x2 dla x ∈ Q
0 dla x /∈ Q
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9. Dobrać wartości parametrów a i b tak, aby funkcja dana poniższym wzorem by la ci ↪ag la na
R:

f(x) =


sinx−x

x dla x < 0
a dla x = 0

b + 1−
√
x+1

1− 3√x+1
dla x > 0.

10. Niech f : (a, b) → R b ↪edzie funkcj ↪a ci ↪ag l ↪a w pewnym punkcie x0 ∈ (a, b) i tak ↪a, że
f(x0) > 0. Udowodnić, że wówczas istnieje przedzia l (c, d) ⊂ (a, b) zawieraj ↪acy x0 taki, że dla
dowolnego x ∈ (c, d) f(x) > 0.

11. Korzystaj ↪ac z w lasności Darboux udowodnić, że równanie
a) e−x = sin πx

2 b) 3x + x = 3
ma rozwi ↪azanie w przedziale (0, 1).

12. Zbadać jednostajn ↪a ci ↪ag lość funkcji:

a) f : R→ R, f(x) = x2

b) f : (−∞, 0)→ R, f(x) =
2

x

c) f : R→ R, f(x) = sinx

d) f : (0,+∞)→ R, f(x) = lnx2

e) f : [−5, 5]→ R, f(x) = 3|1− |x− 2||

f) f : [0,+∞)→ R, f(x) =
√
x.

Czy funkcja z przyk ladu (f) spe lnia warunek Lipschitza na [0,+∞)?
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