Skréty wyktadéw z PWS (semestr letni, 2023/2024) Wyktad 1

Wyktad 1: Zmienne losowe i rozklady prawdopodobienstwa. Dyskretne i ciggle
rozklady sluzace do modelowania

Do opisu zjawisk losowych shuza zmienne losowe, czyli funkcje mierzalne, ktére zdarzeniom
elementarnym przyporzadkowuja liczby rzeczywiste. Zmienne losowe opisujemy poprzez podanie
ich rozktadu prawdopodobienstwa. Podstawowe typy zmiennych losowych (i zarazem rozkladéw
prawdopodobienstwa) to:

1. zmienne losowe dyskretne (i odpowiadajace im dyskretne rozklady prawdopodobienstwa);

2. zmienne losowe absolutnie ciagle (i odpowiadajace im absolutnie ciagle rozktady prawdopo-
dobienstwa).

Zmienne losowe dyskretne (inaczej zwane skokowymi) przyjmuja skonczona badz przeli-

czalng liczbe wartosci. Rozktad tych o skoniczonej liczbie wartosci wygodnie jest opisywaé za pomoca
tabelki.

ROZKEADY DYSKRETNE

1). Rozklad dwupunktowy: Wykonujemy doswiadczenie, ktére moze zakonczy¢ sie jedynie sukce-
sem (z prawdopodobienstwem p € (0, 1)) albo porazka. Zmienna losowa X przyjmuje warto$¢
1, gdy zajdzie sukces, oraz wartos¢ 0, gdy zajdzie porazka. Wtedy rozklad X opisuje ponizsza

tabelka:
T 0 1
pe | 1—-p|p|’

co réwnowaznie mozna zapisa¢ nastepujaco:
PX=0=1-pi P(X=1)=np.

2). Rozklad dwumianowy: X ~ binom(n,p).

Powtarzamy n-krotnie doswiadczenie, ktére moze zakonczy¢ sie jedynie sukcesem (z prawdo-
podobienstwem p € (0,1)) albo porazka. Zakladamy, ze kolejne powtérzenia doswiadczenia
przebiegaja niezaleznie od pozostalych. Wtedy X to liczba uzyskanych sukceséw.

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"F dlak=0,1,...,n

3). Rozklad Poissona: X ~ Pois(\), gdzie A > 0, jesli

P(X=k)=e?*> dlak=0,1,....

Twierdzenie (Poissona). Je$li X1, X9, X3,... jest ciagiem zmiennych losowych takim, ze
X, ~ binom(n,p,), gdzie np, "—> A, to

k
lim P(X, =k) = A2

Jim o dla k=0,1,....

Rozklad Poissona moze postuzy¢ do modelowania, np. liczby czgstek emitowanych przez dang
substancje promieniotworczg w ciggu 10 sek.; liczby klientow odwiedzajgcych dany oddzial
banku w ciggu godziny; liczby awarii pewnego urzqdzenia w ciggu dnia; liczby wypadkow na
danym skrzyzowaniu w ciggu tygodnia.
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4). Rozklad geometryczny: X ~ Ge(p), gdzie p € (0,1).

Powtarzamy doswiadczenie, ktére moze zakonczyé sie sukcesem (z prawdopodobienstwem p)
albo porazka. Zakladamy, ze kolejne powtdérzenia dos$wiadczenia przebiegaja niezaleznie od
pozostatych. Wtedy X to liczba porazek poprzedzajacych pierwszy sukces.

P(X=k)=p(1—p)* dla k=0,1,....

5). Rozklad ujemny dwumianowy: X ~ nb(p,r), gdzie p € (0,1), r € {1,2,...}.

Powtarzamy doswiadczenie, ktére moze zakonczyé sie sukcesem (z prawdopodobienstwem p)
albo porazka. Zaktadamy, ze kolejne powtdérzenia do$wiadczenia przebiegaja niezaleznie od
pozostalych. Wtedy X to liczba porazek poprzedzajacych r-ty sukces.

1
P(X = k) = (”: )pr(l—p)k dla k=0,1,....

Rozklad geometryczny i ujemny rozklad dwumianowy mogq postuzyé do modelowania, np. dys-
kretnych czaséw dzialania urzqdzen (w szczegdlnoci do modelowania liczby wlgczen i wylaczen
danego urzgdzenia do momentu jego popsucia sie czy liczby pelnych dni przepracowanych przez
dane urzgdzenie do czasu awarii).

Zmienne losowe (absolutnie) ciagle przyjmuja nieprzeliczalng liczbe wartosci i ich rozktad
mozna opisa¢ przez podanie funkcji gestosci f(x) czyli nieujemnej funkcji f : R — R takiej, ze

P(X e A)= / f(z)dz  dla dowolnego zbioru mierzalnego A.
A
Zauwazmy, ze dla zmiennych losowych ciagtych mamy
P(X =a)= / f(z)dx =0,
{a}
pomimo, ze zdarzenie {X = a} nie musi by¢ niemozliwe.
PRZYKLADY ROZKEADOW CIAGLYCH:

1). Rozklad jednostajny na przedziale (a,b), oznaczany U(a,b), czyli rozklad o gestosci

= dla € (a,b)
f(x):{g dla z ¢ (a,b).

2). Rozklad wykladniczy z parametrem A > 0, oznaczany Fxp()), czyli rozklad o gestosci

f(x):{ Ae™™  dla x>0

0 dla x <0.

Rozklad wykladniczy moze byé adekwatny do modelowania czaséw oczekiwania na pierwszy
sukces, np. czasu oczekiwania na przyjécie pierwszego klienta do sklepu lub czasu oczekiwania
na emisje pierwszej czqstki przez dang substancje promieniotwdorczq.

Moze on takze postuzyé do modelowania cigglych czasow zycia obiektow. Jednak trzeba pa-
mietaé, ze ma on tzw. wlasno$é braku pamieci, tzn. jesli X ~ Exp(N), to

PX>z+4+ylX >z)=P(X >y) dlaz >0,y >0.

Jesli modelowany czas nie ma tej wlasnosci, to powinnismy uzycé innego rozkladu. Wtedy
przydatny moze okazaé sie rozkliad Weibulla.
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3). Rozklad Weibulla z parametrem ksztaltu a i parametrem skali b, oznaczany Weibull(a,b), czyli
rozktad o gestosci

a (zyo—1 z\a
_ ) 5(F)" exp(—(3)") dlaxz>0
f(x) { 0 dla z < 0 ,a>0,b>0.

Rozklad Weibull(a,b) z a = 1 to po prostu rozklad wykladniczy Exp(1/b), zatem ma on
wiasnos¢ braku pamiect.

Natomiast dla rozkladu Weibull(a,b) z a > 1 awaryjno$é rosnie wraz z uplywem czasu, zas
dla rozkladu Weibull(a,b) z a < 1 awaryjnosé maleje wraz z uplywem czasu, gdzie przez
awaryjnosé rozumiemy funcje

R(t)=P(X <t+y|lX >t), t>0,y>0.

4). Rozklad gamma z parametrem ksztaltu a i parametrem skali s, oznaczany Gamma(a, s), czyli
rozktad o gestosci

a

“lexp(—x/s) dlaz >0

,a>0,5>0,
0 dlax <0 “ iy

fla) = { ok

gdzie I'(a) = [(* 2" 'e %dz (dlan=1,2... mamy I'(n) = (n — 1)!).

Rozklad gamma moze postuzyé do modelowania wielkos$ci opadow w danym miejscu lub do
modelowania wysokosci roszczenia ubezpieczeniowego.

5). Rozklad normalny o parametrach i 02, oznaczany N (i, 02) — zostanie oméwiony w nastepnym
wykladzie.

WIELKOSCI SLUZACE DO OPISU ZMIENNYCH LOSOWYCH:
1). Dystrybuanta : F(z) = P(X < xz).
2). Funkcja przezycia : F(z) =1 — F(z) = P(X > z).
3). Funkcja kwantylowa (jest to funkcja odwrotna do dystrybuabty, jesli tylko takowa istnieje):

q(a) dla a € (0,1) to najmniejsza liczba spelniajaca F(q(a)) > a.

4). Warto$é oczekiwana :

X — > ok ThDk dla zmiennych losowych dyskretnych
| Jgzf(x)dx dla zmiennych losowych ciaglych.

Wtasnosci wartosci oczekiwanej: jesli a € R, to

5). Wariancja : Var(X) = E(X?) — (EX)?, gdzie

X2 Yok x%pk dla zmiennych losowych dyskretnych
| Jg2?®f(z)dz dla zmiennych losowych ciaglych.

Wtasnosci wariancji: jeli a € R, to
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Var(a) =0,

Var(aX) = a*Var(X);

jesli X 1Y sa niezalezne, to Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y);
Var(X) > 0.

6). Odchylenie standardowe : ox = \/Var(X).

Dla przyktadowych rozktadéw zmiennych losowych mamy:

e jesli X ~ binom(1,p), to EX =piVar(X)=p(l—p);

e jesli X ~

e jesli X ~

jesli X ~ binom(n,p), to EX =np i Var(X) =np(l — p);

Pois(A), to EX = Var(X) = X;

Ge(p), to EX = 1;% iVar(X) = 117;2”;

e jesli X ~nb(p,r), to EX = (I%)T i Var(X) = 4o,

e jesli X ~
e jesli X ~
e jesli X ~
o jesli X ~

o jesli X ~

p 7

U(a,b), to EX = %t i Var(X) = @22,
Exp(\), to EX = ;i Var(X) = 3

Weibull(a,b), to EX = bI'(1+ %) i Var(X) = b (r(1 +2)- (F(l + 3))2>;

Gamma(a, s), to EX = as i Var(X) = as?;
N(u,0%),to EX = i Var(X) = o

FUNKCJE W PAKIECIE R:

rozktad P(X = z) dla rozktadéw dyskretnych lub f(z) dla rozkladéw ciagltych
binom(n, p) dbinom(x, size=n, prob=p)
Pois()) dpois(x, lambda= \)
Ge(p) dgeom(x, prob=p)
nb(p,r) dnbinom(x, size=r, prob=p)
U(a,b) dunif(x, min=a, max=Db)
Exp()\) dexp(x, rate= \)

Weibull(a,b)

dweibull(x, shape=a, scale=b)

Gamma(a, s)

dgamma(x, shape=a, scale=s)

N(p,0°)

dnorm(x, mean= y, sd= o)

Ponadto dla rozktadu dwumianowego:

e dystrybuanta: P(X < x) =pbinom(q=x, size=n, prob=p, lower.tail=TRUE);

e ogon dystrybuanty: P(X > x) =pbinom(q=x, size=n, prob=p, lower.tail=FALSE);

e funkcja kwantylowa ¢(a) (kwantyl rzedu « € (0,1)):

q(a) = gbinom(p = a, size=n, prob=p, lower.tail=TRUE);

e gbinom(p = «, size=n, prob=p, lower.tail=FALSE) wyznaczy najwieksza liczbe c¢(«) spelnia-
jaca P(X > c(a)) > o

e rbinom(n, size, prob) wygeneruje n liczb losowych z rozktadu binom(size,prob)

i analogicznie dla pozostalych rozkladéw (fragmenty napisane na niebiesko mozna pominac).
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