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Wykład 2: Rozkład normalny (gaussowski)
Rozkłady pojawiające się w testach statystycznych

ROZKŁAD NORMALNY

Definicja. Rozkład normalny (zwany także rozkładem gaussowskim) o parametrach µ i σ2, ozna-
czany symbolem N (µ, σ2), to rozkład ciągły o gęstości

f(x) =
1√
2πσ
exp
(
− 1
2σ2
(x− µ)2

)
, x ∈ R, gdzie µ ∈ R, σ > 0.

Własności rozkładu normalnego:

� Wykres gęstości rozkładu normalnego to tzw. krzywa gaussa:
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� Jeśli X ∼ N (µ, σ2), to EX = µ i V ar(X) = σ2.

� Rozkład normalny N (µ, σ2) jest rozkładem symetrycznym względem µ.

� Jeśli X ∼ N (µ, σ2), to U = X−µ
σ ∼ N (0, 1). Rozkład N (0, 1) nazywamy standardowym

rozkładem normalnym.

� Ogólniej jeśli X ∼ N (µ, σ2) i a ̸= 0, b są liczbami rzeczywistymi, to aX+b ∼ N (aµ+b, a2σ2).

Twierdzenie (Centralne twierdzenie graniczne Lindeberga-Lévy’ego).
Załóżmy, że X1, X2, . . . jest ciągiem niezależnych zmiennych losowych o tym samym rozkładzie ze
skończoną wariancją. Oznaczmy µ = E(X1), σ2 = V ar(X1) i Sn =

∑n
i=1Xi. Wówczas

Sn − nµ
σ
√
n

d−→ U ∼ N (0, 1),

co oznacza, że

lim
n→∞
P

(
Sn − nµ
σ
√
n
¬ x
)
= FN (0,1)(x) dla każdego x ∈ R,

gdzie FN (0,1)(x) to dystrybuanta standardowego rozkładu normalnego.
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ROZKŁADY POJAWIAJĄCE SIĘ W TESTACH STATYSTYCZNYCH

Definicja. Rozkład chi-kwadrat o n stopniach swobody, który będziemy oznaczać symbolem χ2[n],
to rozkład sumy kwadratów n niezależnych zmiennych losowych o standardowym rozkładzie nor-
malnym:

jeśli U1, U2, . . . , Un są niezależnymi zmiennymi losowymi o rozkładzie N (0, 1)

i X = U21 + U
2
2 + . . .+ U

2
n, to X ∼ χ2[n].

Własności rozkładu chi-kwadrat:

� Rozkład χ2[n] to rozkład ciągły o gęstości danej wzorem

f(x) =

{
1

2n/2Γ(n/2)
xn/2−1 exp (−x/2) dla x > 0
0 dla x ¬ 0

.

� Rozkład χ2[n] to to samo co rozkład Gamma(a = n/2, s = 2).

Definicja. Rozkład F-Snedecora o stopniach swobody m i n, który będziemy oznaczać symbolem
F[m,n], to rozkład ilorazu niezależnych zmiennych losowych o rozkładach chi-kwadrat χ2[m] i χ

2
[n],

podzielonych przez ich stopnie swobody:

jeśli W i Z są niezależnymi zmiennymi losowymi, takimi że W ∼ χ2[m], Z ∼ χ
2
[n]

i X =
W/m

Z/n
, to X ∼ F[m,n].

Własności rozkładu F-Snedecora:

� Rozkład F[m,n] to rozkład ciągły o gęstości danej wzorem

f(x) =


Γ((m+n)/2)
Γ(m/2)Γ(n/2)

(
m
n

)m/2 x(m−2)/2

(1+mn x)
(m+n)/2 dla x > 0

0 dla x ¬ 0
.

� Jeśli X ∼ F[m,n], to

1. EX = n
n−2 dla n > 2,

2. V ar(X) = 2n2(m+n−2)
m(n−2)2(n−4) dla n > 4.

Definicja. Rozkład t-Studenta o n stopniach swobody, który będziemy oznaczać symbolem t[n], to
rozkład ilorazu zmiennej losowej o standardowym rozkładzie normalnym N (0, 1) i pierwiastka ze
zmiennej losowej o rozkładzie chi-kwadratχ2[n], podzielonej przez jej stopnie swobody, przy założeniu,
że te zmienne losowe są niezależne:

jeśli U i Z są niezależnymi zmiennymi losowymi, takimi że U ∼ N (0, 1), Z ∼ χ2[n]

i X =
U√
Z/n
, to X ∼ t[n].

Własności rozkładu t-Studenta:

� Rozkład t[n] to rozkład ciągły o gęstości danej wzorem

f(x) =
Γ((n+ 1)/2)
Γ(n/2)

1√
nπ

1

(1 + x2/n)(n+1)/2
dla x ∈ R.

� Jeśli X ∼ t[n], to

1. EX = 0 dla n > 1,
2. V ar(X) = n

n−2 dla n > 2.
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