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Wyktad 5: Testy statystyczne

Definicja. Hipotezq statystyczng nazywamy przypuszczenie dotyczace nieznanego rozkladu bada-
nej cechy populacji, o prawdziwoéci lub falszywosci ktérego wnioskuje sie na podstawie pobranej
préby.

Przyktad 5.1.

1. Wysuwamy hipoteze, ze badana cecha ma rozktad normalny.

2. Wiemy, Ze badana cecha ma rozklad normalny o nieznanej wartosci Sredniej p i znanym
odchyleniu standardowym o = 1. Wysuwamy hipoteze, zZe p = 5.

3. Dane sq dwa zbiory obserwacyi, np. wysokosct plonéw uzyskane podczas nawazenia nawozem
A i nawozem B.

(a) Wysuwamy hipoteze, zZe oba zbiory mozna traktowaé jako pochodzgce z populacji o tym
samym rozkladzie.

(b) Z wezesniejszych badan wiemy, Ze zbiory te mozna traktowaé jako pochodzgce z populacyi
o rozkladach normalnych odpowiednio N'(p1,0%) i N'(ua, 03), gdzie parametry p, pa, o1 @
o9 8¢ nieznane, ale takie, ze o1 = o2. Wysuwamy przypuszczenie, Ze $rednia wartosé plo-
now przy neawozeniu nawozem A jest wieksza niz Srednia warto$é plonow przy nawozeniu
nawozem B (tzn. Ze p1 > uz).

Definicja. Hipotezy, ktore dotycza wylacznie wartoéci parametru lub parametréw rozkladu bada-
nej cechy nazywamy hipotezami parametrycznymi. Hipotezy, ktére nie sa hipotezami parametrycz-
nymi nazywamy hipotezami nieparametrycznymi.

W przykladzie 5.1 hipotezy 2 i 3(b) sq parametryczne, natomiast hipotezy 1 i 3(a) sq niepara-
metryczne.

Definicja. Hipotezqg prostg nazywamy hipoteze, ktéra jednoznacznie okresla rozktad badanej cechy.
Hipotezq ztoZong nazywamy hipoteze, ktéra okresla cala grupe rozkladdow.

Hipoteza 2 z przykladu 5.1 jest hipotezq prostq. Pozostale hipotezy w tym przykiadzie sq zloZone.

W praktyce rozwazamy dwie hipotezy: hipoteze zerowq (bedziemy ja oznaczaé Hy) i hipoteze
alternatywng (ta bedziemy oznaczaé Hy). Jesli odrzucamy hipoteze zerowa, to przyjmujemy hipoteze
alternatywna i na odwrot.

Przyktad 5.2.
Wiemy, Ze wysokosé plonéw przy nawozeniu starg metodg ma rozklad normalny o wartosci $redniej
5 i wariancji 1: N'(5,1) i ze wysoko$é plondw przy nawozeniu nowg metodg ma rozklad normalny
o tej samej wariancji 0® = 1 ale o nieznanej wartosci sredniej p: N'(p,1). Cheemy sprawdzié czy
nowa metoda zwiekszyla Srednig wysokosé plondw.

W tym celu bedziemy testowaé Ho : p =5 przeciwko Hy : pp > 5.

Przeprowadzamy eksperyment losowy. Wynik takiego eksperymentu to préba czyli wektor lo-
sowy X = (X1, Xo,...,X,,) o wartoSciach w R"™.

Definicja. Statystykq testowq nazywamy funkcje préby 6(Xi, Xo, ..., X)), ktéra stuzy do weryfi-
kacji Hy przeciwko Hi. Zbior wszystkich mozliwych wartoéci funkcji § dzielimy na dwa roztaczne
zbiory W i W' takie, ze:

e jesli 0(x1,xa,...,2,) € W, to Hy odrzucamy,

e jesli 6(xy,xa,...,2,) € W, to Hy przyjmujemy.



Skréty wyktadow z PWS (semestr letni, 2023/2024) Wyktad 5

W nazywamy zbiorem krytycznym testu (zbiorem odrzucen Hy).

Musimy dobrze skonstruowaé statystyke testows i rozsadnie dobraé¢ zbiér krytyczny, tak by
podejmowaé decyzje zgodne z rzeczywistoscia. Jednak, poniewaz decyzje podejmujemy jedynie na
podstawie préby, nie mamy catkowitej informacji o badanej populacji i w zwiazku z tym zawsze
jesteSmy narazeni na popelnienie btedu - podjecie decyzji niezgodnej z rzeczywistoécia. Dokladniej,
mozemy popelnié¢ jeden z dwbch bledow:

1. odrzuci¢ Hy w sytuacji, gdy jest ona prawdziwa (tzw. blgd pierwszego rodzaju);
2. przyja¢ Hy w sytuacji, gdy jest ona falszywa (tzw. bled drugiego rodzaju).

Chcielibysmy by prawdopodobienstwa obu tych bledéw byly jak najmniejsze. Niestety, gdy przy
ustalonej statystyce testowej, zmieniamy W tak by malal btad pierwszego rodzaju, to btad drugiego
rodzaju rosnie i na odwrét. Postepujemy zatem tak:

e ustalamy z géry maksymalna wartos¢ prawdopodobienstwa btedu pierwszego rodzaju, ozna-
czamy ta warto$¢ a i nazywamy ja poziomem istotno$ci testu (zwyczajowo przyjmuje sie
a=0,01 lub a = 0,05, czasami a = 0, 1);

e statystyke testowa i zbiér krytyczny W dobieramy tak by prawdopodobienstwo btedu pierw-
szego rodzaju nie przekraczalo a i by prawdopodobienstwo bledu drugiego rodzaju byto moz-
liwie najmniejsze.

Zapisujemy to symbolicznie:

P(odrzucimy Hy|Hp) < « i
prawdop. odrzucenia Hy w sytuacji, gdy Hy jest prawdziwa
czyli prawdop. btedu pierwszego rodzaju
P(przyjmiemy Hoy|H;) — mozliwie najmniejsze

prawdop. przyjecia Hy w sytuacji, gdy H; jest prawdziwa
czyli prawdop. bledu drugiego rodzaju

Definicja. Moc testu parametrycznego (power of the test) to funkcja zmiennej 6 (gdzie 6 to badany
parametr) dana wzorem

B(0) = P(odrzucimy Hy|f) =

= prawdop. odrzucenia Hy w sytuacji, gdy nieznany parametr przyjmuje wartosé 6.

W szczegolnodci, jesli Hy : 0 = 6, to
B(0y) = P(odrzucimy Hy|0y) = P(odrzucimy Hy|Hy) =
= prawdopodobienstwo bledu pierwszego rodzaju
idla 61 # 6
B(01) = P(odrzucimy Hy|f;) = P(podejmiemy stuszna decyzje).

Definicja. Najmniejszy poziom istotnosci, przy ktérym zaobserwowana wartoéé statystyki testowej
prowadzi do odrzucenia Hy, nazywamy p-warto$cig (p-value) przeprowadzonego testu. Tzn.

p—value < o« = odrzucamy Hy,

p—value > a = przyjmujemy Hy.

UWAGA! Do wynikéw testowania statystycznego powinnismy podchodzié¢ z pewng rezerwa,
zwlaszcza, gdy hipoteza alternatywna Hp jest zlozona. Jesli statystyka testowa nie wpadnie do
zbioru krytycznego, to stwierdzamy, ze nie ma podstaw do odrzucenia Hy, co jescze nie oznacza, ze
Hjy nalezy uznaé za prawdziwa.



