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Wyktad 6: Test t-Studenta

Niech X1, Xo, ..., X, bedzie préba losows z rozktadu normalnego A (j, %) o nieznanej wartosci
oczekiwanej EX; = y i nieznanej wariancji Var(X;) = o2 > 0. Na poziomie istotnosci a chcemy
zweryfikowaé hipoteze Hyg : p = po przeciwko
(a) Hi:p < po,

(b) Hy : > po,

(c) Hi:p# po. )

Wiemy, ze $rednia probkowa X jest dobrym estymatorem $éredniej populacyjnej p — w wyktadzie 4
pokazaliémy, ze X to estymator nieobcigzony i mocno zgodny parametru p. Zatem rozsadnym jest
wnioskowanie dotyczace $redniej populacyjnej p oprzeé na éredniej prébkowej X. Za statystyke
testowa przyjmiemy wiec pewna funkcje X. Dokladniej bedzie to nastepujaca funkcja

S/’ n—1

i=1

T:X_’”‘O gdzie S—J ! > (X - X)2. (1)

Wiaénie taka funkcja jest wygodna, bo mozna pokazaé, ze jeSli Hy jest prawdziwa, to powyzej
zdefiniowane T jest zmienna losowa o rozkladzie t-Studenta z (n — 1)-stopniami swobody.

Rowazmy najpierw problem (a) czyli weryfikacje Hy : p = po przeciwko Hy : p < po. Wtedy
mate wartosci X, czyli réwnowaznie mate wartoéci T', beda przemawiaé za odrzuceniem Hy. Stad
zbidr krytyczny bedzie postaci

W = (—o0,d],

gdzie ¢ musimy dobraé¢ tak by poziom istotnosci testu wynosit o. Poniewaz Hy jest hipoteza prosta,
to poziom istotnosci testu dany jest wzorem

P(test odrzuci Ho|Hy) = P(T € W|Hy) = P(T < ¢|Hp)

i potrzebujemy by
P(T < ¢|Hy) = a. (2)

Jak juz zauwazylisSmy, jesli Hy jest prawdziwa, to T' ma rozklad t-Studenta z (n — 1)-stopniami swo-
body. Zatem na mocy (2) ¢ to kwantyl rzedu « rozkladu t-Studenta o (n—1)-stopniach swobody, kt6-
ry bedziemy oznaczac t, ,—1. Poniewaz rozktad t-Studenta jest symetryczny, to tqn—1 = —ti—an—1-
Reasumujac szukany test to test o statystyce testowej 1" zdefiniowanej w (1) i o zbiorze krytycznym

W = (—OO, _tl—a,n—l]-

Teraz rozpatrzmy problem (b) czyli weryfikacje Hy : p = po przeciwko Hiy : p > po. W tym
przypadku duze wartoéci X, czyli réwnowaznie duze wartoéci T', beda przemawia¢ za odrzuceniem
Hy. Stad zbidér krytyczny bedzie postaci

W = [d,+0),
gdzie d dobieramy tak by poziom istotnosci testu wynosit a:
P(test odrzuci Hy|Hy) = P(T € W|Hy) = P(T > d|Hy) = «.

Wtedy
P(T <d|Hy)=1—P(T >d|Hy)=1— P(T > d|Hp) =1 — «,

co oznacza, ze d jest kwantylem rzedu 1 — o« rozktadu t-Studenta o (n — 1)-stopniach swobody:
d = t1—an—1 (znowu skorzystaliSmy z tego, ze jesli Hy jest prawdziwa, to T ma rozktad t-Studenta
o (n—1)-stopniach swobody). Reasumujac szukany test to test o statystyce testowej T" zdefiniowanej
w (1) i o zbiorze krytycznym

W= [tl—oam,—l’ +OO)
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Pozostal nam problem (c) czyli weryfikacja Hy : u = po przeciwko Hy : p # pp. W tym
przypadku wartosci X odlegte od pg, czyli rownowaznie wartosci T' odlegte od 0, beda przemawiaé
za odrzuceniem Hy. Stad zbior krytyczny bedzie postaci

W = (—00,b1| U [bg, +00),
gdzie b1 i by muszg by¢ takie, aby poziom istotnosci testu wynosit a:

P(test odrzuci Ho|Hyg) = P(T € W|Hp) = P(T <b; lubT > by|Hp) =

Na ogot ujemne i dodatnie wartosci T chcemy traktowaé tak samo i wtedy zadamy by
P(T < bi|Hp) = a/2 and P(T > be|Hp) = /2.
Réwnowaznie potrzebujemy aby
P(T < b1|Hp) = a/2 and P(T < be|Hp) =1 — /2,

co oznacza, ze b jest kwantylem rzedu a/2 za$ be — kwantylem rzedu 1 — /2 rozkladu t-Studenta
o (n—1)-stopniach swobody: b1 = t4/9 -1 = —t1—a/2,n—1,02 = t1_a/2,n—1 (PONOWNie skorzystalidmy
z tego, ze jesli Hy jest prawdziwa, to T' ma rozklad t-Studenta o (n — 1)-stopniach swobody). Zatem
szukany test to test o statystyce testowej T' zdefiniowanej w (1) i o zbiorze krytycznym

W = (=00, —ti_a/2n-1] U [t1—a/2,n—1, +0).

Uwaga 6.1. Pokazuje sie, ze testu t-Studenta mozna uzywaé takze wtedy, gdy Xi, Xo,..., Xp
to préba losowa z dowolnego rozkladu o nieznanej wartoéci oczekiwanej £ X; = p i nieznanej
wariancji Var(X1) = 0% > 0, jednak jedynie wtedy, gdy préba ta jest duza (n > 100). Zatem
zalozenie o normalnosci mozna opusci¢ pod warunkiem, ze dysponujemy duzg préba.

Przyklad 6. 1. Dzial kontroli jakosci w zakladach chemicznych chce oszacowaé $rednia wage
proszku do prania sprzedawanego w pudetkach o nominalnej wadze 3 kg. Pobrano w tym celu prébke
losowa 7 pudelek i otrzymano wyniki (w kg): 2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92. Wiadomo, ze
rozktad wagi pudetka proszku do prania jest normalny.

(a) Czy na poziomie istotnosci 0,05 mozna twierdzié, ze faktyczna Srednia waga pudetka proszku
do prania jest mniejsza niz 3 kg?

(b) Zakladajac, ze rzeczywista $rednia waga pudelka proszku do prania wynosi 2,9 kg, wyzna-
czy¢ prawdopodobienistwo, ze przeprowadzajac test na poziomie istotnosci 0,05 i na podstawie 7
obserwacji, blednie uznamy, ze $rednia waga pudetka jest zgodna z podang na pudetku.



