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1. WSTĘPNA ANALIZA DANYCH, ESTYMACJA
PUNKTOWA

ZADANIE 1.1 Zbiór Cars93, znajduja̧cy siȩ w bibliotece MASS, zawiera
dane dotycza̧ce różnych modeli samochodów osobowych. Aby uzyskać dostȩp
do tego zbioru, uaktywniamy najpierw bibliotekȩ MASS a potem sam zbiór,
pisza̧c
> library(MASS)
> data(Cars93)

Komenda
> ?Cars93

pozwoli nam sprawdzić jakie informacje sa̧ zawarte w tym zbiorze.

(a) Wyjaśnić jakie informacje zostały podane w nastȩpuja̧cych kolumnach
zbioru Cars93: Min.Price, MPG.city, MPG.highway, Weight, Origin, Type.

(b) Utworzyć nowe zmienne opisuja̧ce: zużycie paliwa (mierzone w litrach
na 100 km) podczas jazdy samochodu w mieście, zużycie paliwa podczas
jazdy samochodu na autostradzie, wagȩ samochodu w kg oraz cenȩ wersji
podstawowej modelu samochodu w tys. PLN. Przyja̧ć, że 1 mila to 1,6 km;
1 US gallon to 3,8 litra; 1 funt to 0,4536 kg. Sprawdzić bieżący kurs USD
i użyć go do rachunków.

(c) Wyznaczyć podstawowe statystyki próbkowe dla danych opisuja̧cych
cenȩ wersji podstawowej samochodu. Obliczyć kwantyl rzȩdu 0,95 dla tych
danych i podać jego interpretacjȩ.

(d) Wypisać ceny wersji podstawowej samochodów, które były wyższe od
kwantyla wyznaczonego w punkcie (c). Jakich modeli te ceny dotycza̧?

(e) Sporza̧dzić wykresy skrzynkowe dla zużycia benzyny podczas jazdy
w mieście osobno dla samochodów amerykńskich i nieamerykańskich.

(f) Narysować histogram czȩstości dla danych dotycza̧cych wagi samochodu.
Nanieść na ten histogram ja̧drowy estymator gȩstości.

(g) Narysować wykres słupkowy i kołowy dla zmiennej Type. Ile, spośród
badanych samochodów, zaliczono do kategorii sportowe?
WSKAZÓWKA: Aby uzyskać liczności poszczególnych grup użyć funkcji
table(Type).
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ZADANIE 1.2 Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie prosta̧ próba̧ losowa̧ z rozkła-
du wykładniczego Exp(λ), czyli rozkładu o gȩstości

fλ(x) =

{
λ exp (−λx) dla x > 0

0 dla x ¬ 0
,

gdzie λ > 0.

(a) Wyprowadzić wzór na estymator najwiȩkszej wiarygodności parametru
λ.

(b) W celu oszacowania czasu działania pewnych bateryjek, dział kontro-
li jakości zmierzył czas pracy 8 losowo wybranych bateryjek i otrzymał
nastȩpuja̧ce wyniki (w godz.):

483, 705, 2623, 347, 620, 2719, 1035, 421.

Wiadomo, że czas pracy tych bateryjek ma rozkład wykładniczy Exp(λ)
z nieznana̧ λ > 0. Dla danych zebranych przez dział kontroli jakości, podać
wartość estymatora najwiȩkszej wiarygodności parametru λ. Porównać wy-
nik otrzymany przy użyciu wzoru z pkt. (a) z wynikiem otrzymanym przy
użyciu funkcji fitdistr().

(c) Dla danych z pkt. (b) wyznaczyć estymator najwiȩkszej wiarygodności
dla

(i) średniego czasu działania bateryjki,

(ii) prawdopodobieństwa, że bateryjka bȩdzie działać krócej niż 1000 godz.

(d) Wyznaczyć estymator parametru λ stosując metodę momentów.

ZADANIE 1.3 Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie prosta̧ próba̧ losowa̧ z rozkła-
du dwumianowego bin(m, θ) z ustalonym m ∈ N i z nieznanym parametrem
θ ∈ (0, 1), czyli rozkładem o funkcji masy prawdopodobieństwa

pθ(x) =

(
m

x

)
θx(1− θ)m−x dla x = 0, 1, . . . ,m.

(a) Wyznaczyć estymator najwiȩkszej wiarygodności

(i) parametru θ,

(ii) wartości oczekiwanej X1,

(iii) wariancji X1.

(b) Wyznaczyć estymator parametru θ, używając metody momentów.
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ZADANIE 1.4 Przypomnijmy, że rozkład ujemny dwumianowy nbin(r, p)
to rozkład o funkcji masy prawdopodobieństwa

P (X = x) =

(
x+ r − 1

x

)
pr(1− p)x, x = 0, 1, 2, . . . .

Niech X1, X2, . . . , Xn bȩdzie próba̧ losowa̧ z rozkładu ujemnego dwumiano-
wego z parametrami r = 2 i p ∈ (0, 1). Wyznaczyć estymator najwiȩkszej
wiarygodności

(a) parametru p,

(b) prawdopodobieństwa P (X1 = 0).

ZADANIE 1.5 Niech Gamma(a, s) oznacza rozkład gamma z parametrem
kształtu a i parametrem skali s, tzn. rozkład o gȩstości

fa,s(x) =

{
1

saΓ(a)x
a−1 exp (−x/s) dla x > 0

0 dla x ¬ 0
, a > 0, s > 0,

gdzie Γ(a) =
∫∞
0 xa−1e−xdx.

(a) Używając metody momentów, wyznaczyć estymatory parametrów a i s.

(b) Wygenerować n = 100 obserwacji z rozkładu Gamma(3, 1/2).
> rgamma(n=100,shape=3,scale=0.5)

Nastȩpnie przyja̧ć, że zapomnieliśmy wartości parametrów rozkładu gamma,
z którego wygenerowaliśmy dane i, używaja̧c R, oszacować te parametry
stosuja̧c metodȩ najwiȩkszej wiarygodności.

ZADANIE 1.6 Stosuja̧c metodȩ momentów, wyznaczyć estymator parame-
tru θ na podstawie próby losowej X1, X2, . . . , Xn z rozkładu trzypunktowego
takiego, że P (X = −1) = θ

4 , P (X = 0) = 1 − θ oraz P (X = 2) = 3θ
4 , gdzie

θ ∈ (0, 1).
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