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1. PRAWDOPODOBIENSTWO I JEGO WEASNOSCI

Przydadza si¢ nam nastepujace oznaczenia i pojecia.

1. ©Q - dowolny niepusty zbiér, ktoéry oznaczaé bedzie przestrzen zdarzen
elementarnych, czyli zbiér wszystkich mozliwych wynikéw danego ekspery-
mentu losowego.

Przyktad 1.1. Jedli raz rzucamy moneta, to 2 = {O, R}.
Jesli raz rzucamy kostka do gry, to Q = {1,2,3,4,5,6}.
Jesli rzucamy moneta do momentu wyrzucenia reszki, to

Q= {R,OR,00R,000R,0000R, .. }.

Jesli wybieramy losowo punkt z odcinka [0, 1], to Q = [0, 1].

2. F - przestrzen zdarzen losowych, jest to o-cialo podzbioréw (2. Jesli €2 jest
zbiorem skonczonym, to za F mozna przyjaé rodzine wszystkich pozbioréw
Q, np.

Q= {OaR} = F= {@,{O},{R},{O,R}}7

0 ={1,2,3,4,56} = F={0,{1},{2}...{6}.{1,2}.{1,3},....{1,2,3},
..,{1,2,3,4,5,6}}.

Jedli jednak zbidr Q jest nieskonczony, to sytuacja sie komplikuje — gdy-
byémy przyjeli, ze F to rodzina wszystkich podzbioréw €2, to mielibySmy
problem z przypisaniem zdarzeniom losowym prawdopodobienstw. Dlatego
za F bierze sie wtedy rodzine mniejsza, rodzina ta musi tworzy¢ tzw. o-ciato.

Definicja. o-cialo (lub réwnowaznie o-algebra) podzbioréw € to rodzina
podzbioréw (2 spelniajaca nastepujace warunki:

1. Qe F,
2. jeSi Ae F,to A/ :=Q\AeF,
3. jesli A1, As,... € F, to UfilAz e F.

3. P - prawdopodobiefistwo

Definicja. Prawdopodobieristwem nazywamy funkcje P : F — R spelniaja-
ca nastepujace warunki:

1. P(A) > 0 dla kazdego A € F,
2. P(Q) =1,
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3. jedli A1, Ao, ... € F sa zdarzeniami parami roztacznymi (tzn. A;NA; =

Definicja (Aksjomatyczna definicja prawdpodobienistwa). Przestrzenig pro-
babilistyczng nazywamy trojke (Q, F,P), gdzie € to przestrzen zdarzen ele-
mentarnych (dowolny niepusty zbiér), F to o-cialo podzbioréw Q zas P to
prawdopodobienstwo.

Wtasnosci prawdopodobienstwa
1. P(0) =0,
2. je§li A, Be FiAC B, to P(A) < P(B),

3. jesli Ay, Ag, ..., A, € F sa parami rozlaczne (tzn. 4; N A; = 0 dla
i # ), to

P(A1UA2U...UA,) =P(A1)+ P(A2) + ...+ P(Ay),
4. P(A)=1— P(A)dla A€ F,
5. jedli A1, As,... € F, to P(U;)i]_A’L) < filp(Az)a
6. jesli A, B € F, to

P(AuB)=P(A)+ P(B)-P(ANnB),

7. jesli A, B,C € F, to

P(AUBUC) = P(A)+ P(B) + P(C) +
— P(ANnB)—-P(ANC)—P(BNC)+PANBUC),

8. (wzér wlaczen i wylaczen) jesli A, Ag,..., A, € F, to

P(AlUAQU...UAn):i(—l)T+1 Z P(ﬁ A,k>

r=1 1<i1 < <ir <N k=1
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Schemat klasyczny

Mamy skonczong liczbe zdarzen elementarnych i wszystkie zdarzenia sa
jednakowo prawdopodobne. Wtedy:

° Q: {wl,wg,...,wn},

o F =29 (tzn. za o-cialo F przyjmujemy rodzine wszystkich podzbio-
réw ),

o P(A)=ZH dla ACQ.

Prawdopodobienstwo geometryczne

Przestrzen zdarzen elementarnych €2 jest zbiorem nieskonczonym, ale
daje sie modelowaé¢ jako pewien podzbiér R™ (prostej, plaszczyzny itd.).
Wéwezas za F mozemy przyjaé borelowskie o-cialo podzbioréw € (ozna-
czane B()), czyli najmniejsze o-cialo do ktdérego naleza wszystkie otwarte
podzbiory €. Natomist prawdopodobienstwo okreslamy nastepujaco

miara(A)

P(A) = ) JeA€BQ),

Np. gdy Q C R?, to powyzszy wzor przyjmuje postac:

_ pole(A)

Pid) = pole(2)

dla A € B(Q).

Przyktlad 1.2. 20-to osobowa grupa studentéw, w ktorej jest 6 dziewczat,
ma 4 bilety do teatru, ktére postanowita rozdzieli¢ droga losowania. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze wsréd posiadaczy biletéw

(a) znajda sie dokladnie 3 dziewczyny,

(b) znajdzie sie co najmniej 1 dziewczyna?

Przyktad 1.3. Miedzy A i B jest jeden tor i pociagi, przebywajace te trase
w 10 minut, kursuja wedtug schematu: pociag z A do B i pociagg z B do
A startuja niezaleznie od siebie w losowych momentach miedzy 7.00 a 8.00.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze dotra do celu?

Definicja. Zdarzenia A i B sq niezalezne, jesli

P(ANB) = P(A)P(B).
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Definicja. Prawdopodobieristwem warunkowym zdarzenia A pod warunkiem
zajscia zdarzenia B, takiego, ze P(B) > 0, nazywamy liczbe

P(AN B)

Twierdzenie 1.1 (wz6r na prawdopodobienstwo catkowite). Niech (2, F, P)
bedzie przestrzenig probabilistyczna. Jesli By, Bo, ..., B, stanowia zupelny
uklad zdarzen, tzn.

1. B1,Bg,...,B, € F,

2. BiUByU...UB, =9,

3. B1, By, ..., By, sa parami rozlaczne, tzn. B; N B; = () dla i # j,
4. P(By) > 0,P(B2) > 0,...,P(B,) > 0,

to dla dowolnego zdarzenia A mamy

P(A) =) P(A|B:))P(B;).

i=1
Twierdzenie 1.2 (wzor Bayesa). Jesli By, By, ..., B, stanowia zupelny
uklad zdarzen, za$ A jest dowolnym zdarzeniem takim, ze P(A) > 0, to
P(A|By)P(By)
i=1 P(A|B;)P(B;)

P(By|A) = dla k=12,...,n

Przykltad 1.4. Na 100 mezczyzn 5 nie rozréznia koloréw. Natomiast na
1000 kobiet 2 nie rozrézniaja koloréw. Z grupy o jednakowej ilosci kobiet
i mezezyzn wylosowano daltoniste. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze to
mezczyzna?



