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10. WERYFIKACJA HIPOTEZ

Definicja. Hipotezg statystyczng nazywamy przypuszczenie, dotyczace nie-
znanego rozkladu badanej cechy populacji, o prawdziwosci lub falszywosci
ktérego wnioskuje sie na podstawie pobranej proby.

Przyktad 10.1.

1. Wysuwamy hipoteze, Ze badana cecha ma rozklad normalny.

2. Wiemy, Ze badana cecha ma rozklad normalny o nieznanej wartosci
sredniej v i znanym odchyleniu standardowym o = 1. Wysuwamy hi-
poteze, ze L = 5.

3. Dane sq dwa zbiory obserwacji, np. wysokosci plonéw uzyskane podczas
noawazenia nawozem A i nawozem B.

(a) Wysuwamy hipoteze, Ze oba zbiory mozna traktowaé jako pocho-
dzgce z populacji o tym samym rozkladzie.

(b) Z wezesniejszych badarn wiemy, Ze zbiory te mozna traktowaé ja-
ko pochodzgce z populacji o rozktadach normalnych odpowiednio
N(u1,02) i N(ua,03), gdzie parametry pi1, u2,01 i 02 sq niezna-
ne, ale takie, ze o1 = oo. Wysuwamy przypuszczenie, Ze Srednia
wartos$é plonow przy nawozeniu nawozem A jest wieksza niz Sred-
nia warto$é plondéw przy nawozeniu nawozem B (tzn. Ze puy > p2).

Definicja. Hipotezy, ktére dotycza wylacznie wartosci parametru lub pa-
rametréow rozkiadu badanej cechy nazywamy hipotezami parametrycznymi.
Hipotezy, ktére nie sa hipotezami parametrycznymi nazywamy hipotezamsi
nieparametrycznymi.

W przyktadzie 10.1 hipotezy 2 i 3(b) sq parametryczne, natomiast hipo-
tezy 1 1 3(a) sq nieparametryczne.

Definicja. Hipotezg prostg nazywamy hipoteze, ktora jednoznacznie okresla
rozktad badanej cechy. Hipotezq zloZong nazywamy hipoteze, ktéra okresla
calg grupe rozkladow.

Hipoteza 2 z przykladu 10.1 jest hipotezg prostq. Pozostale hipotezy w tym
przykladzie sq zloZone.

W praktyce rozwazamy dwie hipotezy: hipoteze zerowq (bedziemy ja
oznaczaé Hy) i hipoteze alternatywng (ta bedziemy oznaczaé Hyp). Jesli od-
rzucamy hipoteze zerowa, to przyjmujemy hipoteze alternatywng i na od-
wrot.
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Przyktad 10.2. Wiemy, Ze wysoko$é plonow przy nawozeniu starg meto-
dg ma rozklad normalny o wartosci Sredniej 5 i wariancji 1: N'(5,1) 4 Ze
wysokosé plonow przy nawozeniu nowq metodg ma rozktad normalny o tej
samej wariancji o> = 1 ale o nieznanej wartosci $redniej ju: N'(u,1). Cheemy
sprawdzié¢ czy nowa metoda zwiekszyla Srednig wysoko$é plondw.

W tym celu bedziemy testowaé Hy : p =5 przeciwko Hy : p > 5.

Przeprowadzamy eksperyment losowy. Wynik takiego eksperymentu to
préoba czyli wektor losowy X = (X3, Xo,...,X,,) o wartoSciach w R"™.

Definicja. Statystykq testowg nazywamy funkcje proby 6(Xq, Xo, ..., Xy),
ktora stuzy do weryfikacji Hy przeciwko H;. Zbiér wszystkich mozliwych
warto$ci funkcji ¢ dzielimy na dwa rozlaczne zbiory W i W' takie, ze:

e jesli 6(xy1, o, ..., x,) € W, to Hy odrzucamy,
e jesli 6(x1,xa,...,2,) € W, to Hy przyjmujemy.

W nazywamy zbiorem krytycznym testu (zbiorem odrzucen Hy).

Musimy dobrze skonstruowaé statystyke testowsa i rozsadnie dobraé¢ zbior
krytyczny, tak by podejmowaé decyzje zgodne z rzeczywistodcia. Jednak,
poniewaz decyzje podejmujemy jedynie na podstawie proby, nie mamy cal-
kowitej informacji o badanej populacji i w zwiazku z tym zawsze jesteSmy
narazeni na popelnienie btedu - podjecie decyzji niezgodnej z rzeczywisto-
$cia. Doktadniej, mozemy popelnié¢ jeden z dwdéch bledéw:

1. odrzucié¢ Hy w sytuacji, gdy jest ona prawdziwa (tzw. blad pierwszego
rodzaju);

2. przyja¢ Hyp w sytuacji, gdy jest ona falszywa (tzw. bled drugiego ro-
dzaju).

Definicja. Poziom istotnosci testu, oznaczany «, gdzie o € (0,1), to kres
gérny wszystkich mozliwych wartosci prawdopodobienstwa btedu I-go ro-
dzaju. Dokladniej, jesli Hy : 0 € O, to

a = sup P( test odrzuci Hy, gdy testowany parametr ma wartosé )
(ASSH)
ozn

=" sup P( test odrzuci Hyl|#).
(ASSH)

Zwyczajowo przyjmuje sie a = 0,01 lub a = 0,05, czasami o = 0, 1.
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Chcielibysmy by prawdopodobienstwa bledéw pierwszego i drugiego ro-
dzaju byty jak najmniejsze. Niestety, gdy przy ustalonej statystyce testowej,
zmieniamy W tak by malal btad pierwszego rodzaju, to btad drugiego rodza-
ju roénie i na odwré6t. Jedna z metod konstrukeji dobrego testu jest ustalenie
poziomu istotnosci o € (0, 1), a nastepnie taki dobér testu by zminimalizo-
waé prawdopodobienistwo bledu II-go rodzaju. Takie podejscie (jesli tylko
dla danego problemu testowania jest wykonalne) gwarantuje, ze zminima-
lizujemy wartosé btedu drugiego rodzaju, jednak nie bedziemy wiedzie¢ do
jakiego poziomu. Informacje o tym uzyskamy analizujac tzw. moc testu.

Definicja. Moc testu parametrycznego to funkcja zmiennej 6 (gdzie 6 to
badany parametr) dana wzorem

B(0) = P(test odrzuci Hy|0), tzn.
B(0) = P(test odrzuci Hy, gdy testowany parametr ma wartosé 6).

W szczegoblnoéci, jesli Hy : 6 € ©g, to
e dla 6y € ©g mamy

B(0p) = P(test odrzuci Hy|0y) = P(test odrzuci Hy|Hp) =

= prawdopodobienstwo bledu pierwszego rodzaju;

e dla 0 ¢ ©p mamy

B(01) = P(test odrzuci Hy|0;) = P(test odrzuci Hy|H;) =
= 1 — P(test odrzuci Hi|H;) =
= 1 — prawdopodobienstwo btedu drugiego rodzaju.

Definicja. Najmniejszy poziom istotnosci, przy ktérym zaobserwowana war-
tos¢ statystyki testowej prowadzi do odrzucenia Hy, nazywamy p-wartosciq
(p-value) przeprowadzonego testu. Tzn.

p—value < @« = odrzucamy Hy,

p—value >a = przyjmujemy Hp.

UWAGA! Do wynikéw testowania statystycznego powinniémy podcho-
dzi¢ z pewng rezerwa, zwlaszcza, gdy hipoteza alternatywna H; jest ztozona.
Jesdli statystyka testowa nie wpadnie do zbioru krytycznego, to stwierdzamy,
ze nie ma podstaw do odrzucenia Hpy, co jescze nie oznacza, ze Hy nalezy
uznaé za prawdziwa.
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Dalej skupimy sie na testach statystycznych dla pojedynczej préby, do-
tyczacych sredniej i wariancji. Interesujace nas testy zostaly zebrane w pliku
Wzory ze statystyki. Przeanalizujemy teraz pare przykladdéw ich zastosowa-
nia.

Przyktad 10. 3. Czas montowania bebna w pralce jest zmienna losowa
o rozktadzie normalnym z odchyleniem standardowym réwnym poét minuty.
Norma techniczna przewiduje na te czynnosé 6 minut. Wsréd zatogi panuje
jednak przekonanie, ze ten normatywny czas jest zbyt krotki. Zmierzono
czas montowania bebna przez 6 losowo wybranych robotnikéw i otrzymano
nastepujace wyniki (w minutach): 6.2, 7.1, 6.3, 5.9, 5.5, 7.0.

Na poziomie istotnosci 0,05 stwierdzi¢ czy przekonanie zaltogi jest stuszne.

Rozwigzanie przykladu 10.3:

Oznaczmy: X - czas montowania bebna w pralce. Z tresci zadania wiemy,
ze X ma rozklad normalny ze znanym odchyleniem standardowym: o = 0,5
min. Zapisujemy to natepujgco

X ~ N (u,02), gdzie p nieznane, zas o = 0,5.

Interesuje nas weryfikacja
Hy: p=6 min

przeciwko

Hy:p> 6 min.

Widzimy, ze do analizowanego problemu pasuje model oznaczony jako
model I w tabeli Weryfikacje hipotez dotyczacych wartoéci Sredniej. Aby prze-
prowadzi¢ opisany tam test, wyznaczymy wartosc¢ statystyki testowej i zbior
krytyczny a nastepnie sprawdzimy czy statystyka testowa malezy do zbioru
krytycznego. Zacznigmy od statystyki testowej:

Y_:LLO\/H

g

U:

Obliczenia przeprowadzimy w R:
> czas <- c( 6.2, 7.1, 6.3, 5.9, 5.5, 7.0)
> (mean(czas)-6)/0.5*sqrt(6)
Otrzymujemy v ~ 1,633. Teraz przejdzmy do wyznaczenia zbioru krytyczne-
go:
W = (uj_q;+00).
Mamy poziom istotnosci a = 0,05, stgd 1 —a = 0,95 7 u1_o = up,95-
> gnorm(0.95)
Otrzymujemy uj—o ~ 1,645, co daje W =~ (1,645; +00). Pozostaje wycig-
gngc wnioski.

ur 1,633 ¢ W ~ (1,645; +00) = brak podstaw do odrzucenia Hy.

Przekonanie zalogi nie jest stuszne.
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Przyktad 10.4. Dzial kontroli jakosci w zaktadach chemicznych chce osza-
cowaé $rednig wage proszku do prania sprzedawanego w pudetkach o nomi-
nalnej wadze 3 kg. Pobrano w tym celu prébke losowa 7 pudetek i otrzymano
wyniki (w kg): 2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92. Wiadomo, ze rozklad
wagi pudetka proszku do prania jest normalny.

(a) Czy na poziomie istotnosci 0,05 mozna twierdzi¢, ze faktyczna Srednia
waga pudetka proszku do prania jest mniejsza niz 3 kg?

(b) Zaktadajac, ze rzeczywista $rednia waga pudetka proszku do prania wy-
nosi 2,9 kg, wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze przeprowadzajac test na
poziomie istotnosci 0,05 i na podstawie 7 obserwacji, btednie uznamy, ze
$rednia waga pudelka jest zgodna z podang na pudetku.

(c) Jak liczna prébke trzeba by pobraé, by przeprowadzony test (na poziomie
istotnosci 0,05), w sytuacji, gdy rzeczywista $rednia waga pudetka proszku
do prania wynosi 2,9 kg, odrzucal hipoteze, ze Srednia waga pudetka jest
zgodna z podana na pudetku, z prawdopodobienstwem nie mniejszym niz
0,9.

Rozwigzanie przykladu 10.4:

Oznaczmy: X-waga proszku do prania. Z tresci zadania wiemy, ze X ma
rozktad normalny, ale parametrow tego rozkladu nie znamy. Zapisujemy to
natepujgco

X ~ N(p,02), gdzie i o sq nieznane.

Stgd widzimy, Ze bedzie nam pasowaé model oznaczony jako model IT w tabeli
Weryfikacje hipotez dotyczacych wartosci sredniej.

Wpisujemy dane do R:
> waga.proszku <- c(2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92)

(a) Stawiamy hipotezy:

Hy:p=3kg

Hy:p<3kg

Do weryfikacji Hy przeciwko Hi uzyjemy t.test:

> t.test(x=waga.proszku,alternative="less",mu=3)

p —value = 0,04952 < a = 0,05 = odrzucamy Hy.

Zatem uznajemy, Ze rzeczywiscie faktyczna Srednia waga pudelka proszku do
prania jest mniejsza niz 3 kg.

Powyzszy test mozna przeprowadzi¢ takze w inny sposcb: wyznaczajgc
wartosé statystyki testoweyj i zbior krytyczny oraz sprawdzajgc czy statystyka
testowa nalezy do zbioru krytycznego. Zacznijmy od statystyki testowey:

:Y—Mo

T Vvn,

S

gdzie X to Srednia z préby, s to odchylenie standardowe z préby, zas n to
licznos$é proby. Do rachunkow uzyjemy R:
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> (mean(waga.proszku)-3)/sd(waga.proszku)*sqrt (7)
Otrzymujemy t ~ —1,95. Przechodzimy do wyznaczenia zbioru krytycznego
w:

W= (_003 _tl—oz,n—1> )

gdzie oo = 0,05 to poziom istotnosci, co daje 1 —a = 0,95. Kwantyl t1_q n—1
wyznaczymy przy pomocy R:

> qt(0.95,7-1)

Mamy t1—an—1 ~ 1,943, co daje W ~ (—o0; —1,943). Widzimy, Ze

t~—-1,95€ W = (—o0;—1,943) ,

wiec odrzucamy Hy i stwierdzamy, ze faktyczna $rednia waga pudetka proszku
do prania jest mniejsza niz 3 kg.

(b) Zakladamy, zZe p = p1 = 2,9. Przy tym zaloZeniu chcemy policzyé praw-
dopodobieristwo, Ze uznamy, ze $rednia waga pudetka jest zgodna z podang na
pudetku. Zatem szukamy prawdopodobienstwa, Ze przyjmiemy Hy w sytuacyi,
gdy wartosé badanego parametru to 2,9:

P(przyjmiemy Holp = 2,9) =?
Przypomniejmy, ze
moc.testu(3) = P(odrzucimy Hy| badany parametr = f3).
Stad
P(przyjmiemy Holp = 2,9) = 1—P(odrzucimy Holp = 2,9) = 1—moc.testu(2,9).

Uzyjemy funkcji power.t.test (), ktora jest zwigzana z mocq t.testu.
Ma ona nastepujgce argumenty:

e power - moc testu,
e n - licznosé proby,
e delta = |ug — 1,

e sd - odchylenie standardowe badanej cechy (tutaj wagi pudelka proszku
do prania), nie znamy go, wiec go przyblizamy odchyleniem standardo-
wym z proby, majgc jednak swiadmo$é, Ze doprowadzi to nas do wyniku
przyblizonego; argument sd jest domysinie ustawiony na 1,

e sig.level - poziom istotnosci testu, domysinie ustawiony na 0.05,

e type - mamy do wyboru type="one.sample","two.sample" [ub
"paired"; na razie zajmujemy sie testami dla jednej populacji, wiec
wybieramy "one.sample",
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e alternative - mamy do wyboru alternative="one.sided" [ub
"two.sided":

— "one.sided" uiZywamy, gdy Hy jest postaci Hy : pu < pg ludb
Hy > po,
— "two.sided" uzywamy, gdy Hy jest postaci Hy : i # po.

Jeden z pieciu pierwszych wyzej wymienionych argumentow funkcyi
power.t.test() musimy zostawié¢ pusty i wiasnie ten argument zostanie
wyliczony. Chege wyznaczyé sd lub sig.level naleZy napisaé sd=NULL [ub
odpowiednio sig.level=NULL, aby do tych argumentéow nie zostala auto-
matycznie przypisana ich wartos¢ domysina.

W celu rozwigzania naszego problemu napiszemy (delta = |ug — pi| =
|13 —2,9/=0,1):
> power.t.test(n=7,delta=0.1,sd=sd(waga.proszku),sig.level=0.05,

type="one.sample",alternative="one.sided")

R wypisze podane przez nas wartosci argumentow i wyliczong warto$é
mocy testu (power). Aby uzyskaé szukane prawdopodobienstwo musimy od 1
odjqc wyliczong warto$é mocy testu. Mozemy to zrobi¢ automatycznie piszgc
> 1-power.t.test(n=7,delta=0.1,sd=sd(waga.proszku),sig.level=0.05,

type="one.sample",alternative="one.sided")$power

Otrzymujemy 0,0241. Jest to prawdopodobiernstwo przyjecia Hy : p = 3
kg w sytuacyi, gdy p = 2,9 kg czyli prawdopodobienstwo popelnienia bledu.
Zatem dobrze, Ze jest catkiem male.

(¢) Nadal zakladamy, ze p = p1 = 2,9. Przy tym zaloZeniu szukamy n
takiego by prawdopodobienstwo odrzucenia Hy bylo nie mniejsze niz 0,9:

szukamy n takiego by P(odrzucimy Hy|lp = 2,9) > 0,9

czyli
szukamy n takiego by moc.testu(2,9) > 0,9.

Uzyjemy funkcji funkcji power.t.test():
> power.t.test(power=0.9, delta=0.1, sd=sd(waga.proszku),
sig.level=0.05, type="one.sample",
alternative="one.sided")
Otrzymujemy n = 5,186 co oznacza, Ze potrzebujemy probke o licznosci
n =6 (zaokrgglamy do gory, aby moc testu nie spadla ponizej 0,9).
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Przyktad 10.5. Ogrodnik ma 5000 nasion biatych i czerwonych tulipanéw.
Chciatby wiedzie¢ jaki procent owych nasion to nasiona tulipanéw biatych.
Nasiona te przeznaczone sg do sprzedazy, wiec nie moze ich wszystkich wy-
siaé¢ i sprawdzi¢, ile z nich zakwitnie na bialo. Wybral zatem losowo 100
nasion, posiat je i okazalo sig, ze 13 z nich ma biate kwiaty.

(a) Czy na poziomie istotnosci 0,01 ogrodnik moze stwierdzi¢, ze nasiona
bialych tulipanéw stanowia 10% wszystkich nasion?

(b) Czy zmieni sie odpowiedZ w punkcie (a) jesli ogrodnik posieje jedynie
10 nasion i 2 z nich wykietkuja na biato?

Rozwigzanie przyktadu 10.5:

Dane nasiono moze bycé nasionem tulipana bialego lub czerwonego. Mamy
zatem do czynienia z rozkladem dwupunktowym. Oznaczmy:

Y = 1 jesli wybrane nasiono to nasiono bialego tulipana,
0 jesli wybrane nasiono to nasiono czerwonego tulipana,

za$ p niech bedzie prawdopodobienstwem trafienia na nasiono tulipana bia-
lego, tzn. p= P(X =1).

(a) p = % = lzclziléibzugf"eo’%ow = 11030 = 0,13. Sukcesem jest wylosowanie
nasiona tulupana biatego, bo oznaczylismy Ze X = 1 wlasnie wtedy, gdy

wybrane nasiono to nasiono biatego tulipana.

Teraz szukamy w tabeli zatytuowanej Weryfikacje hipotez dotyczacych
wartosci $redniej, modelu, ktory pasuje do naszej sytuacji. Jest to model
oznaczony numerem IV. Stawiamy hipotezy:

Hy:p=0,1

Hy : p > 0,1 (wybralam wersje >, bo p = 0,13 sugeruje, ze p moze byé
wieksze niz 0,1.)

Zavwaimy, zZe

e np =13 > 5 (np to liczba sukcesow, czyli liczba wylosowanych nasion
tulipanéw bialych),

e nGg=87>5 (G =1—p, wiec ng to liczba porazek, czyli liczba wyloso-
wanych nasion tulipandw czerwonych,).

Zatem mozemy uzyé prop.test (), czyli testu, w ktorym rozklad statystyki
testowej jest przyblizany rozkladem normalnym.:

> prop.test(x=13,n=100,p=0.1,alternative="greater")

Powyzej argument x oznacza liczbe otrzymanych sukcesow, a n - liczbe
wszystkich prob. Odczytujemy p warto$é:

p —value = 0,2023 > a = 0,01 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy,
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gdzie o = 0,01 to poziom istotno$ci testu. Wyciggamy wiec wniosek, Ze
ogrodnik moze stwierdzié, ze nasiona bialych tulipandw stanowiq 10% wszyst-
kich nasion.

(b) Nadal testujemy Hy : p = 0,1 przeciwko Hy : p > 0,1. Jednak teraz
n =10 i k = 2, wiec mamy
np = 2 2 )

i nie mozemy zastosowac prop.test () (wynika to stqd, Ze nie bedzie dzialaé
przyblizenie rozkiadem normalnym; aby ono dzialato muszq jednocze$nie byc
spelnione oba warunki: np > 5 ing > 5). W tej sytuacji nalezy uzyé testu
daktadnego binom.test():

> binom.test(x=2,n=10,p=0.1,alternative="greater")

p — value = 0,2639 > o = 0,01 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy,

zatem odpowiedZ z punktu (a) nie ulega zmianie: ogrodnik moze stwierdzic,
ze nasiona bialych tulipanéw stanowiq 10% wszystkich nasion.

Przyktad 10.6. Otrzymano nastepujace wyniki pomiaréw grubosci 6 wy-
losowanych detali wyprodukowanych przez zakupiony agregat (w mm.): 1.6,
1.7,1.4,1.5,1.9, 1.5. Zakladamy, ze rozktad grubosci tego detalu jest normal-
ny. Na poziomie istotnosci 0,05 zweryfikowaé hipoteze, ze wariancja grubosci

detalu wykonanego przez agregat przekracza 0.03 mm?.

Rozwigzanie przyktadu 10.6:

Oznaczmy: X - grubo$é detalu. Z tresci zadania wiemy, Ze X ma rozkiad
normalny, ale parametrow tego rozkladu nie znamy. Zapisujemy to natepu-
jaco
X ~ J\/(u,az), gdzie p © o sq nieznane.
Interesuje nas weryfikacja
Hy: 0% =0,03 mm?
przeciwko
Hi :0? > 0,03 mm?.

Powyzsze hipotezy dotyczq wariancyi. Patrzymy wiec na dolng tabele We-
ryfikacja hipotezy dotyczacej jednej wariancji. Przedstawiony w niej jeden
model pasuje do naszej sytuacji. Aby przeprowadzi¢ opisany tam test, wyzna-
czymy wartosé statystyki testowej i zbior krytyczny a nastepnie sprawdzimy
czy statystyka testowa nalezy do zbioru krytycznego. Zacznigmy od statystyki

testowey:
o _ (n—1)s’
X ==
90
gdzie s* to wariancja z proby. Rachunki wykonujemy w R:
> grubosc <- c(1.6, 1.7, 1.4, 1.5, 1.9, 1.5)
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> (6-1)*var(grubosc)/0.03
Statystyka testowa x? ~ 5,333. Teraz zajmijmy sie zbiorem krytycznym

W= <X%—a;n—1; +OO> .
Poziom istotnosci o = 0,05, zatem 1 — a = 0,95. Liczymy X%—a;n—l =
X(2),95;55
> qchisq(0.95,5)
Otrzymujemy X%—a;n—l ~ 11,0705, co daje W =~ (11,0705; 00). Widzimy, Ze
X2~ 5,333 ¢ W ~ (11,0705; 00)

wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Uznajemy, Ze wariancja

grubosci detalu wykonanego przez agregat mie przekracza 0,03 mm?.
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