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11. WERYFIKACJA HIPOTEZ DOTYCZACYCH JEDNEJ
POPULACIJI

Weryfikacje hipotez dotyczacych wartosci Sredniej na poziomie istotnosci o

Model I. X ~ N(u,0?), i - nieznane, o - znane.

Hipoteza zerowa Hy : p = pg. Statystyka testowa U = Y;NO NG

Hipoteza alternatywna

Hy:p# o
Zbiér krytyczny

W = (—OO§ _ulfa/2> U <U17a/2§ +00)

Hipoteza alternatywna
Hy:p>po
Zbiér krytyczny
W = (uj_q; +00)

Hipoteza alternatywna
Hy:p<po
Zbiér krytyczny
W = (—00; —ui_q)

Model II (t.test). X ~ N(u,0?), i - nieznane, o -nieznane.

Hipoteza zerowa Hy : . = pg. Statystyka testowa T = @\/ﬁ

Hipoteza alternatywna

Hy:p# o
Zbiér krytyczny

W = (—003 _tlfa/Q,n71> U <t1704/2,n71; +OO)

Hipoteza alternatywna
Hy:p>po
Zbiér krytyczny
W = <t1—a,n—1§ +OO)

Hipoteza alternatywna
Hy:p<po

Zbiér krytyczny

W = (_OO; _tl—a,n—1>

Model ITI. X ma rozklad dowolny (préba duza: n > 100).

Hipoteza zerowa Hy : 1 = pg. Statystyka testowa U = @\/ﬁ

Hipoteza alternatywna

Hy:p# o
Zbiér krytyczny

W = (—oo; —ul,a/2> U <u1,a/2; +00)

Hipoteza alternatywna
Hy:p>po
Zbiér krytyczny
W = (u1-q; +00)

Hipoteza alternatywna
Hy:p<po
Zbiér krytyczny
W = (—00; —u1—q)

Model IV (prop.test). X ma rozklad dwupunktowy P(X =1) =p,P(X =0)=qg=1—p,

k

n

p - nieznane, np > 51 ng > 5, gdzie p =

Hipoteza zerowa Hy : p = pg. Statystyka testowa U =

_ 1loé¢ sukceséw 5 _ -
e, (=1-p.

ilos¢ prob
p—po

/ po (1—pg) '
n

Hipoteza alternatywna

Hy:p# po
Zbiér krytyczny

W = (—oo; —ul,a/2> U <u1,a/2; +00)

Hipoteza alternatywna
Hi:p>po
Zbior krytyczny
W = (u1-a; +00)

Hipoteza alternatywna
Hi:p<po
Zbiér krytyczny
W = (—00; —u1—q)

Jesli w modelu IV nie jest spelnione zalozenie, ze np > 5 i ng > 5, to zamiast prop.test

uzywamy testu doktadnego binom.test.

Weryfikacja hipotezy dotyczacej jednej wariancji na poziomie istotnosci «

Model. X ~ N(u,0?), u - nieznane, o - nieznane.

Hipoteza zerowa Hj : 02 = 0. Statystyka testowa y? = >
0

(n—1)s?
og

Hipoteza alternatywna
Hy: 0% # 08
Zbiér krytyczny

W= (0’ X2/2;n71> U <X%fa/2;nfl; +OO)

w

Hipoteza alternatywna

Zbiér krytyczny
= <X%—a;n—1; +OO)

Hy :0? > o}

Hipoteza alternatywna

Zbiér krytyczny
W = (07 Xa;n—1>

Hy :0? < o}

2
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WAZNA UWAGA: W momencie, gdy stwierdzimy, ze do rozwazanego
problemu pasuje nam model III z tabeli Weryfikacje hipotez dotyczgcych
wartosci $redniej to, tak samo jak dla modelu II, mozemy uzywaé¢ funkcji
t.test() i power.t.test(). Wynika to stad, ze dla duzych n mamy ¢, , ~
Ug-

Przyktad 11.1. Czas montowania bebna w pralce jest zmienng losowg o
rozkladzie normalnym z odchyleniem standardowym réwnym pél minuty.
Norma techniczna przewiduje na te czynnosé 6 minut. Wéréd zatogi panuje
jednak przekonanie, ze ten normatywny czas jest zbyt krétki. Zmierzono
czas montowania bebna przez 6 losowo wybranych robotnikéw i otrzymano
nastepujace wyniki (w minutach): 6.2, 7.1, 6.3, 5.9, 5.5, 7.0.

Na poziomie istotnosci 0.05 stwierdzié¢, czy przekonanie zaltogi jest stuszne.

Rozwigzanie przykladu 11.1:

Oznaczmy: X - czas montowania bebna w pralce. Z tresci zadania wiemy,
ze X ma rozklad normalny ze znanym odchyleniem standardowym: o = 0,5
min. Zapisujemy to natepujgco

X ~ N (u,02), gdzie p nieznane, zas o = 0,5.

Interesuje nas weryfikacja
Hy: p =6 min

przeciwko

Hy o p> 6 min.

Widzimy, ze do analizowanego problemu pasuje model oznaczony jako
model I w tabeli Weryfikacje hipotez dotyczacych wartoéci sredniej. Aby prze-
prowadzi¢ opisany tam test, wyznaczymy wartosé statystyki testowej v zbior
krytyczny a nastepnie sprawdzimy czy statystyka testowa nalezy do zbioru
krytycznego. Zacznigmy od statystyki testowej:

X —
U=2"H

Obliczenia przeprowadzimy w R:
> czas <- c( 6.2, 7.1, 6.3, 5.9, 5.5, 7.0)
> (mean(czas)-6)/0.5*sqrt(6)
Otrzymujemy u ~ 1,633. Teraz przejdzmy do wyznaczenia zbioru krytyczne-
go:
W = (uj_q;+00).
Mamy poziom istotnosci o = 0,05, sted 1 —a = 0,95 i uj_q = ug95-
> gnorm(0.95)
Otrzymujemy ui—q ~ 1,645, co daje W ~ (1,645; +00). Pozostaje wyciq-
gnqcé wnioski.

u~1,633 ¢ W ~ (1,645;+00) = brak podstaw do odrzucenia Hy.

Przekonanie zalogi nie jest stuszne.
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Przyktad 11.2. Ogrodnik ma 5000 nasion biatych i czerwonych tulipanéw.
Chciatby wiedzie¢ jaki procent owych nasion to nasiona tulipanéw biatych.
Nasiona te przeznaczone sg do sprzedazy, wiec nie moze ich wszystkich wy-
siaé¢ i sprawdzi¢, ile z nich zakwitnie na bialo. Wybral zatem losowo 100
nasion, posiat je i okazalo sig, ze 13 z nich ma biate kwiaty.

(a) Czy na poziomie istotnosci 0,01 ogrodnik moze stwierdzi¢, ze nasiona
bialych tulipanéw stanowia 10% wszystkich nasion?

(b) Czy zmieni sie odpowiedZ w punkcie (a) jesli ogrodnik posieje jedynie
10 nasion i 2 z nich wykietkuja na biato?

Rozwigzanie przyktadu 11.2:

Dane nasiono moze bycé nasionem tulipana bialego lub czerwonego. Mamy
zatem do czynienia z rozkladem dwupunktowym. Oznaczmy:

Y = 1 jesli wybrane nasiono to nasiono bialego tulipana,
0 jesli wybrane nasiono to nasiono czerwonego tulipana,

za$ p niech bedzie prawdopodobienstwem trafienia na nasiono tulipana bia-
lego, tzn. p= P(X =1).

(a) p = % = lzclziléibzugf"eo’%ow = % = 0,13. Sukcesem jest wylosowanie
nasiona tulupana biatego, bo oznaczylismy Ze X = 1 wlasnie wtedy, gdy

wybrane nasiono to nasiono biatego tulipana.

Teraz szukamy w tabeli zatytuowanej Weryfikacje hipotez dotyczacych
wartosci $redniej, modelu, ktory pasuje do naszej sytuacji. Jest to model
oznaczony numerem IV. Stawiamy hipotezy:

Hy:p=0,1

Hy : p > 0,1 (wybralam wersje >, bo p = 0,13 sugeruje, ze p moze byé
wieksze niz 0,1.)

Zavwaimy, zZe

e np =13 > 5 (np to liczba sukcesow, czyli liczba wylosowanych nasion
tulipanéw bialych),

e nGg=87>5 (G =1—p, wiec ng to liczba porazek, czyli liczba wyloso-
wanych nasion tulipandw czerwonych,).

Zatem mozemy uzyé prop.test (), czyli testu, w ktorym rozklad statystyki
testowej jest przyblizany rozkladem normalnym.:

> prop.test(x=13,n=100,p=0.1,alternative="greater")

Powyzej argument x oznacza liczbe otrzymanych sukcesow, a n - liczbe
wszystkich prob. Odczytujemy p warto$é:

p —value = 0,2023 > a = 0,01 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy,
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gdzie o = 0,01 to poziom istotno$ci testu. Wyciggamy wiec wniosek, Ze
ogrodnik moze stwierdzié, ze nasiona bialych tulipandw stanowiq 10% wszyst-
kich nasion.

(b) Nadal testujemy Hy : p = 0,1 przeciwko Hy : p > 0,1. Jednak teraz
n =10 i k = 2, wiec mamy
np = 2 2 )

i nie mozemy zastosowac prop.test () (wynika to stqd, Ze nie bedzie dzialaé
przyblizenie rozkiadem normalnym; aby ono dzialato muszq jednocze$nie byc
spelnione oba warunki: np > 5 ing > 5). W tej sytuacji nalezy uzyé testu
daktadnego binom.test():

> binom.test(x=2,n=10,p=0.1,alternative="greater")

p — value = 0,2639 > o = 0,01 = nie ma podstaw do odrzucenia Hy,

zatem odpowiedZ z punktu (a) nie ulega zmianie: ogrodnik moze stwierdzic,
ze nasiona bialych tulipanéw stanowiq 10% wszystkich nasion.

Przyktad 11.3. Dzial kontroli jakosci w zakladach chemicznych chce osza-
cowa( érednig wage proszku do prania sprzedawanego w pudetkach o nomi-
nalnej wadze 3 kg. Pobrano w tym celu prébke losowa 7 pudetek i otrzymano
wyniki (w kg): 2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92. Wiadomo, ze rozklad
wagi pudetka do prania jest normalny.

(a) Czy na poziomie istotnosci 0,05 mozna twierdzié, ze faktyczna $rednia
waga pudetka proszku do prania jest mniejsza niz 3 kg?

(b) Zakladajac, ze rzeczywista $rednia waga pudelka proszku do prania wy-
nosi 2,9 kg, wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze przeprowadzajac test na
poziomie istotnosci 0.05 i na podstawie 7 obserwacji, btednie uznamy, ze
$rednia waga pudeltka jest zgodna z podang na pudetku.

(c) Jak liczna prébke trzeba by pobraé, by przeprowadzony test (na poziomie
istotnosci 0.05), w sytuacji, gdy rzeczywista $rednia waga pudeltka proszku
do prania wynosi 2,9 kg, odrzucal hipoteze, ze $rednia waga pudetka jest
zgodna z podang na pudetku, z prawdopodobiefistwem nie mniejszym niz
0.9.

Rozwigzanie przyktadu 11.3:

Oznaczmy: X-waga proszku do prania. Z tresci zadania wiemy, ze X ma
rozktad normalny, ale parametrow tego rozkladu nie znamy. Zapisujemy to
natepujgco

X ~ N(M,G2), gdzie |4 © 0 sg nieznane.

Stqd widzimy, Ze bedzie nam pasowaé model oznaczony jako model IT w tabeli
Weryfikacje hipotez dotyczacych wartosci sredniej.

Wpisujemy dane do R:
> waga.proszku <- c(2.93, 2.97, 3.05, 2.91, 3.02, 2.87, 2.92)
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(a) Stawiamy hipotezy:

HO U= 3 kg

Hy:p<3kg

Do weryfikacji Hy przeciwko Hy uzyjemy t.test:

> t.test(x=waga.proszku,alternative="less",mu=3)

p —value = 0,04952 < a = 0,05 = odrzucamy Hy.

Zatem uznajemy, zZe rzeczywiscie faktyczna $rednia waga pudetka proszku do
prania jest mniejsza niz 3 kg.

Powyzszy test mozina przeprowadzi¢ takie w inny sposob: wyznaczajgc
wartosé statystyki testowej i zbior krytyczny oraz sprawdzajgc czy statystyka
testowa nalezy do zbioru krytycznego. Zaczniymy od statystyki testowey:

Y_MO\/E

gdzie X to Srednia z préby, s to odchylenie standardowe z préby, zas n to
licznosé proby. Do rachunkéw uzyjemy R:

> (mean(waga.proszku)-3)/sd(waga.proszku)*sqrt (7)

Otrzymujemy t =~ —1,95. Przechodzimy do wyznaczenia zbioru krytycznego

W:

T =

W = (*OO; 7t1*0¢,’ﬂ71> y

gdzie oo = 0,05 to poziom istotnosci, co daje 1 —a = 0,95. Kwantyl t1_q n—1
wyznaczymy przy pomocy R:

> qt(0.95,7-1)

Mamy t1—qn—1 ~ 1,943, co daje W ~ (—o0; —1,943). Widzimy, ze

tr~—1,95€ W~ (—oo; —1,943) ,

wiec odrzucamy Hy i stwierdzamy, ze faktyczna Srednia waga pudetka proszku
do prania jest mniejsza niz 3 kg.

(b) Zakladamy, ze = puy = 2,9. Przy tym zaloZeniu chcemy policzyé praw-
dopodobienstwo, Ze uznamy, Ze $rednia waga pudelka jest zgodna z podang na
pudetku. Zatem szukamy prawdopodobienstwa, Ze przyjmiemy Hy w sytuacyi,
gdy wartosé badanego parametru to 2,9:

P(przyjmiemy Holp = 2,9) =?
Przypomnieymy, Ze
moc.testu(3) = P(odrzucimy Hy| badany parametr = f3).
Stgd
P(przyjmiemy Holp = 2,9) = 1—P(odrzucimy Ho|p = 2,9) = 1—moc.testu(2,9).

Uzyjemy funkcji power.t.test (), ktora jest zwigzana z mocq t.testu.
Ma ona nastepujgce argumenty:
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e power - moc testu,
e n - licznosé proby,
e delta = |ug — 1,

e sd - odchylenie standardowe badanej cechy (tutaj wagi pudelka proszku
do prania), nie znamy go, wiec go przyblizamy odchyleniem standardo-
wym z proby, majgc jednak swiadmos$é, Ze doprowadzi to nas do wyniku
przyblizonego; argument sd jest domysinie ustawiony na 1,

e sig.level - poziom istotnosci testu, domysinie ustawiony na 0.05,

e type - mamy do wyboru type="one.sample","two.sample" lub "paired";
na razie zajmujemy sie testami dla jednej populacyi, wiec wybieramy "
one.sample",

e alternative - mamy do wyboru alternative="one.sided" lub "two.sided":

— "one.sided" uzywamy, gdy Hi jest postaci Hy : pu < po lub @
Hy:p> po,
— "two.sided" uzywamy, gdy Hy jest postaci Hy : i # po.

Jeden z pieciu pierwszych wyzej wymienionych argumentow funkcji power.t.test ()
musimy zostawi¢ pusty © wlasnie ten argument zostanie wyliczony. Chege wy-
znaczyé sd lub sig.level nalezy napisa¢ sd=NULL lub odpowiednio sig.level=NULL,
aby do tych argumentow nie zostala automatycznie przypisana ich wartosé
domyé$ina.
W celu rozwigzania naszego problemu napiszemy (delta = |y — p1| =
13—2,9]=0,1):
> power.t.test(n=7, delta=0.1, sd=sd(waga.proszku), sig.level=0.05,
type="one.sample",alternative="one.sided")
R wypisze podane przez nas wartosci argumentow i+ wyliczong wartosé
mocy testu (power). Aby uzyskaé szukane prawdopodobienstwo musimy od 1
odjqc wyliczong warto$é mocy testu. Mozemy to zrobié¢ automatycznie piszgc
> 1-power.t.test(n=7, delta=0.1, sd=sd(waga.proszku), sig.level=0.05,
type="one.sample",alternative="one.sided")$power
Otrzymujemy 0,0241. Jest to prawdopodobienstwo przyjecia Ho : p = 3
kg w sytuacyi, gdy p = 2,9 kg czyli prawdopodobienstwo popelnienia bledu.
Zatem dobrze, Ze jest catkiem male.

(¢) Nadal zakladamy, ze u = p1 = 2,9. Przy tym zaloZeniu szukamy n
takiego by prawdopodobienstwo odrzucenia Hy bylo nie mniejsze niz 0,9:

szukamy n takiego by P(odrzucimymy Holp =2,9) > 0,9

czylt
szukamy n takiego by moc.testu(2,9) > 0,9.
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Uzyjemy funkcji funkcji power.t.test():
> power.t.test(power=0.9, delta=0.1, sd=sd(waga.proszku),
sig.level=0.05, type="one.sample",
alternative="one.sided")
Otrzymujemy n = 5,186 co oznacza, Ze potrzebujemy probke o licznosci
n =6 (zaokrgglamy do gory, aby moc testu nie spadia ponizej 0,9).

Przyktad 11.4. Otrzymano nastepujace wyniki pomiaréw grubosci 6 wy-
losowanych detali wyprodukowanych przez zakupiony agregat (w mm.): 1.6,
1.7,1.4,1.5, 1.9, 1.5. Zaktadamy, ze rozklad grubosci tego detalu jest normal-
ny. Na poziomie istotnoéci 0.05 zweryfikowaé hipoteze, ze wariancja grubosci

detalu wykonanego przez agregat przekracza 0.03 mm?.

Rozwigzanie przykladu 11.4:

Oznaczmy: X - grubo$¢ detalu. Z tre$ci zadania wiemy, ze X ma rozkiad
normalny, ale parametrow tego rozktadu nie znamy. Zapisujemy to natepu-
Jaco
X ~ N(M,GQ), gdzie |4 © 0 sg nieznane.
Interesuje nas weryfikacja
Hy: 0% =0,03 mm?
przeciwko
Hi:0%>0,03 mm?.

Powyzsze hipotezy dotyczq wariancyi. Patrzymy wiec na doing tabele We-
ryfikacja hipotezy dotyczacej jednej wariancji. Przedstawiony w niej jeden
model pasuje do naszej sytuacji. Aby przeprowadzic¢ opisany tam test, wyzna-
czymy wartosé statystyki testowej i zbior krytyczny a nastepnie sprawdzimy
czy statystyka testowa nalezy do zbioru krytycznego. Zacznigmy od statystyki
testowey:

2 _ (n—1)s’
X = 2 )
90
gdzie s% to wariancja z proby. Rachunki wykonujemy w R:
> grubosc <- c(1.6, 1.7, 1.4, 1.5, 1.9, 1.5)
> (6-1)*var(grubosc)/0.03

Statystyka testowa x? ~ 5,333. Teraz zajmijmy sie zbiorem krytycznym
2
W= <X17a;nfl; +OO) :

Poziom istotnosci o = 0,05, zatem 1 — a = 0,95. Liczymy x%_am_l =
X%,95;5-'

> qchisq(0.95,5)

Otrzymujemy X%—a;n—l ~ 11,0705, co daje W =~ (11,0705; 00). Widzimy, Ze

x%~ 5,333 ¢ W ~ (11, 0705; 00) ,

wiec nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Uznajemy, Ze wariancja

grubosci detalu wykonanego przez agregat nie przekracza 0.03 mm?.



